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Abstract

In this thesis, we study the existence and multiplicity of weak solutions of nonlocal prob-

lems involving fractional Laplace operator along with singular and critical nonlinearity.

We begin with introducing briefly the fractional Laplacian, critical exponent problems,

singular problems and Nehari manifold technique, which is subsequently used through-

out the thesis.

The second chapter includes the study of existence and multiplicity of weak solutions of

the following fractional singular equation

(P1
λ
) : (−∆p)

su = λu−q +uα , u > 0 in Ω, u = 0 in Rn \Ω,

where λ > 0, s ∈ (0,1), 0 < q ≤ 1, p < α + 1 ≤ p∗s , p∗s = np
n−sp , n > sp and Ω is a

bounded domain with smooth boundary in Rn. Using the fibering map analysis over

the Nehari manifold, we show that there exists a Λ1 > 0 such that (P1
λ
) admits at least

two solutions when λ ∈ (0,Λ1). We have also studied the case q ≥ 1, α = 2∗s − 1 case

separately in the last section. Here, we use the results from non smooth analysis to show

the multiplicity of weak solutions in L1
loc for suitable range of λ . We also show regularity

of the weak solutions obtained for this problem, that is they belong to L∞(Ω)∩Cα
loc(Ω)

where α ∈ (0,1).

The third chapter contains the existence and stabilization results for the following singular
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vi ABSTRACT

parabolic equation involving the fractional Laplacian

(Ps
t )


ut +(−∆)su = u−q + f (x,u), u > 0 in ΛT ,

u = 0 in ΓT ,

u(0,x) = u0(x) in Rn,

where ΛT = (0,T )×Ω, ΓT = (0,T )×(Rn\Ω), Ω is a bounded domain inRn with smooth

boundary ∂Ω (at least C2), n > 2s, s ∈ (0,1), q > 0 such that q(2s− 1) < (2s+ 1) and

T > 0. The function (x,y) ∈ Ω×R 7→ f (x,y) is assumed to be bounded from below

Carathéodary function, locally Lipschitz with respect to the second variable and uniformly

for x ∈Ω and it satisfies

limsup
y→+∞

f (x,y)
y

< λ1,s(Ω),

where λ1,s(Ω) is the first eigenvalue of (−∆)s in Ω with Dirichlet boundary condition in

Rn \Ω. We prove the existence and uniqueness of a weak solution to (Ps
t ) on assuming

u0 satisfies an appropriate cone condition. We use the semi-discretization in time with

implicit Euler method and study the stationary problem to prove our results. We also

show additional regularity on the solution of (Ps
t ) when we regularize our initial function

u0.

We have proved a three solution theorem in the fourth chapter for a nonlocal singular

problem. Precisely we considered the following nonlocal singular problem

(P2
λ
) (−∆)su = λ

f (u)
uq , u > 0 in Ω, u = 0 in Rn \Ω,

where s ∈ (0,1), q ∈ (0,1), λ > 0 and Ω is a smooth bounded domain in Rn. Here we

assume f : [0,∞)→ [0,∞) to be a continuous nondecreasing map satisfying lim
u→∞

f (u)
uq+1 = 0.

Under certain additional assumptions on f , we prove that (P2
λ
) possesses at least three

distinct solutions in a certain range of λ . We use the method of sub and supersolutions

and a critical point theorem by Amann [8] to prove our results. Moreover we show that

when λ becomes large enough, (P2
λ
) has a unique solution.
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In the fifth chapter, we studied a doubly nonlocal Brezis-Nirenberg type Choquard equa-

tion

(P3
λ
) : (−∆)su = λu+

(∫
Ω

|u(y)|2
∗
µ,s

|x− y|µ
dy

)
|u|2

∗
µ,s−2u in Ω, u = 0 in Rn \Ω,

where Ω is a bounded domain in Rn with Lipschitz boundary, λ ∈ R, s ∈ (0,1), 2∗µ,s =

(2n−µ)/(n−2s) is the upper critical exponent in the sense of Hardy-Littlewood-Sobolev

inequality, 0 < µ < n and n > 2s. Using the Mountain Pass theorem and Linking theorem

we proved the existence of weak solution to (P3
λ
) depending on the range of the parameter

λ . We also show that every solution is in L∞(Ω)∩Cα(Ω̄) for some α > 0 (depending on

Ω and s) satisfying α < min{s,1− s}. Moreover using the Pohozaev identity, we prove

that when λ < 0 and Ω is strictly star shaped with respect to the origin then (P3
λ
) admits

no positive nontrivial solution.

In the last chapter, we considered a system of equations involving the fractional Laplacian

and critical Choquard nonlinearity that is

(Pλ ,δ )



(−∆)su = λ |u|q−2u+

(∫
Ω

|v(y)|2
∗
µ,s

|x− y|µ
dy

)
|u|2

∗
µ,s−2u in Ω,

(−∆)sv = δ |v|q−2v+

(∫
Ω

|u(y)|2
∗
µ,s

|x− y|µ
dy

)
|v|2

∗
µ,s−2v in Ω,

u = v = 0 in Rn \Ω,

where Ω is a smooth bounded domain in Rn, n > 2s, s ∈ (0,1), µ ∈ (0,n), 1 < q < 2 and

λ ,δ > 0 are real parameters. Using minimization over subsets of the Nehari manifold,

we prove that the system (Pλ ,δ ) admits at least two nontrivial solutions whenever 0 <

λ
2

2−q + δ
2

2−q < Θ if µ ≤ 4s and 0 < λ
2

2−q + δ
2

2−q < Θ0 if µ > 4s, for some Θ,Θ0 > 0

where possibly Θ0 ≤Θ.



 

सार 

 

 

इस थीससस में, हम एकवचन और महत्वपूर्ण  नॉनसिसनयाररसि  के साथ फॅ्रक्शनि िाप्लास  ऑपरेिर शासमि 

नॉनिोकि समस्याओ ंके कमजोर समाधान के अस्तित्व और बहुतायत का अध्ययन करते हैं। हम संके्षप में 

फॅ्रक्शनि िपिाशन, महत्वपूर्ण घातीय समस्याओ,ं एकवचन समस्याओ ंऔर नेहारी कई गुना तकनीक शुरू 

करने के साथ शुरू करते हैं, सजसे बाद में पूरे ससद्ांत में उपयोग सकया जाता है । 

 दूसरे अध्याय में सनम्नसिस्तित अंशकासिक एकवचन समीकरर् के कमजोर समाधानो ंके अस्तित्व और 

बहुतायत का अध्ययन शासमि है 

(Pλ
1):   (-∆𝑝 )su = λu-q  + uα,  u > 0  Ω में,  u = 0  Rn\ Ω में, 

जहां  λ> 0, 0<s<1 ,  0 <q  ≤ 1, p < <α+ 1 ≤ p*
s , p*

s = 
𝑛𝑝

𝑛−𝑠𝑝
, n> sp और   Ω  Rn  में सचकनी सीमा वािा एक 

बाध्य डोमेन है। नेहारी कई गुना पर फाइबररंग मानसचत्र सवशे्लषर् का उपयोग करते हुए, हम सदिाते हैं सक एक  

Ʌ1> 0  मौजूद है जैसे सक   (Pλ
1)  कम से कम दो समाधान स्वीकार करता है जब  0<λ< Ʌ1 हो। हमने सपछिे 

अनुभाग में अिग-अिग  𝑞 ≥ 1,  α = 2*
s -1  केस का भी अध्ययन सकया है। यहां, हम  λ  की उपयुक्त सीमा के 

सिए  𝐿{𝑙𝑜𝑐}
1 (Ω) में कमजोर समाधानो ंकी बहुतायत सदिाने के सिए गैर सचकनी सवशे्लषर् से पररर्ामो ंका 

उपयोग करते हैं। हम इस समस्या के सिए प्राप्त कमजोर समाधानो ंकी सनयसमतता भी सदिाते हैं, जो सक  

𝐿∞(Ω) ∩ 𝐶{𝑙𝑜𝑐}
𝛼 (Ω)  से संबंसधत हैं जहां  α (0,1) है । 

  तीसरे अध्याय में सनम्नसिस्तित एकवचन पैराबॉसिक समीकरर् के सिए अस्तित्व और स्तथथरीकरर् पररर्ाम 

शासमि हैं जहा  फॅ्रक्शनि िपिाशन   शासमि हैं 

(Pt
s):   𝑢𝑡 + (-∆ )su = u-q  + f(x,u),  u > 0  Ʌ𝑇 में,  u = 0  𝛤𝑇  में, 𝑢(0, 𝑥) = 𝑢0(𝑥) 𝑅𝑛  में, 

जहां  Ʌ𝑇 = (0, 𝑇) ×  Ω,  𝛤𝑇 = (0, 𝑇) × 𝑅𝑛\Ω, Ω  में एक बाध्य डोमेन है 𝑅𝑛 सचकनी सीमा   𝜕Ω (कम से कम 

𝐶2),  n> 2s,  0<s<1,  q> 0,  जैसे सक   q(2s-1)<(2s+1)  और  T> 0  फंक्शन  (x, y) Ω × 𝑅 → f (x, y)  में  

फंक्शन को नीचे से बाध्य सकया जाता है, थथानीय रूप से सिपस्तित्ज़ दूसरा चर और समान रूप से x Ω  में   

और  यह संतुष्ट है  

lim
𝑦 →∞

𝑠𝑢𝑝 
𝑓(𝑥, 𝑦)

𝑦
<  𝜆1,𝑠 

जहां 𝜆1,𝑠  𝑅𝑛\Ω में सडररच्िेत सीमा स्तथथसत के साथ  (−∆ )s  का पहिा आईगेनविुए है। हम  𝑢0 को उसचत 

शंकु की स्तथथसत को पूरा करने पर (Pt
s )  के कमजोर समाधान के अस्तित्व और सवसशष्टता को सासबत करते हैं। 

हम अंतसनणसहत यूिर सवसध के साथ समय में अधण-सवघिन का उपयोग करते हैं और हमारे पररर्ामो ंको सासबत 

करने के सिए स्तथथर समस्या का अध्ययन करते हैं। जब हम अपने प्रारंसभक कायण  𝑢0 को सनयसमत करते हैं तो 

हम (Pt
s )के समाधान पर असतररक्त सनयसमतता भी सदिाते हैं। 



हमने एक गैर-एकि एकवचन समस्या के सिए चौथे अध्याय में तीन समाधान प्रमेय सासबत कर सदया है। 

सनसित रूप से हम सनम्नसिस्तित नोिंोकाि एकवचन समस्या माना जाता है 

(Pλ
2):   (-∆ )su = λ

𝑓(𝑢)

𝑢𝑞 ,  u > 0  Ω में,  u = 0  Rn\ Ω में, 

 

जहां 0<s<1, 0<q<1, λ > 0  और  Ω 𝑅𝑛  में एक सचकनी बाध्य डोमेन है। यहां हम  f: [0,∞) → [0,∞)  को एक 

सनरंतर नांदेसरीससंग मानसचत्र होने के सिए   lim
𝑢→∞

𝑓(𝑢)

𝑢{𝑞+!}  
= 0 । f  पर कुछ असतररक्त मान्यताओ ंके तहत, हम 

सासबत करते हैं सक (Pλ
2)  में  λ की एक सनसित सीमा में कम से कम तीन सवसशष्ट समाधान हैं। हम अपने पररर्ामो ं

को सासबत करने के सिए उप और सुपरसोलू्यशन की सवसध और अमान  [8] द्वारा एक महत्वपूर्ण सबंदु प्रमेय का 

उपयोग करते हैं। इसके अिावा हम सदिाते हैं सक जब λ काफी बडा हो जाता है, (Pλ
2)  का एक अनूठा समाधान 

होता है। 

 पांचवें अध्याय में, हमने एक दोगुनी नॉनोकोकि बे्रसज़स-सनरेनबगण प्रकार चोवाडण समीकरर् का 

अध्ययन सकया 

(Pλ
3):   (-∆ )su = λu + (∫

|𝑢(𝑦)|
2{µ,𝑠}

∗
 

|𝑥−𝑦|µ 𝑑𝑦) |𝑢|2{µ,𝑠}
∗ −2𝑢

Ω
  Ω में,  u = 0  Rn\ Ω में, 

जहां Ω  𝑅𝑛 में सिप्ससचिजज़ सीमा के साथ एक बाध्य डोमेन है, 𝜆 𝑅𝑛 में, 0<s<1, 2{µ,𝑠}
∗ =  

2𝑛−µ

𝑛−2𝑠
 हाडी-

सिसििवुड-सोबोसिव असमानता, 0<µ<n और   n> 2s  के अथण में ऊपरी महत्वपूर्ण एक्सपोनेंि है। माउंिेन 

पास प्रमेय और सिंसकंग प्रमेय का उपयोग करके हमने पैरामीिर $ \ la $ की सीमा के आधार पर (Pλ
3 ) 

कमजोर समाधान का अस्तित्व सासबत कर सदया। हम यह भी सदिाते हैं सक प्रते्यक समाधान कुछ  α>0   Ω 

और s  के आधार पर  𝐿∞(Ω) ∩ 𝐶𝛼(Ω) में है संतुष्ट  α< min {1,1 − 𝑠}। इसके अिावा पोहोज़ेव पहचान का 

उपयोग करते हुए, हम सासबत करते हैं सक जब λ<0  और Ω मूि के संबंध में सख्ती से स्टार आकार सदया जाता 

है तो (Pλ
3 ) कोई सकारात्मक नॉनसिि सवअि समाधान स्वीकार करता है। 

इस आस्तिरी अध्याय में, हमने समीकरर्ो ंकी एक प्रर्ािी को माना जो आंसशक िैपसियान और 

महत्वपूर्ण चक्करदार गैर-रेिासचत्र शासमि है 

( 𝑃{𝜆,𝛿}):     (-∆ )su = λ|𝑢|𝑞−2𝑢  + ∫
|𝑣(𝑦)|

2{µ,𝑠}
∗

 

|𝑥−𝑦|µ 𝑑𝑦 |𝑢|2{µ,𝑠}
∗ −2𝑢

Ω
  Ω में 

      (-∆ )sv = 𝛿|𝑣|𝑞−2𝑣  + ∫
|𝑢(𝑦)|

2{µ,𝑠}
∗

 

|𝑥−𝑦|µ 𝑑𝑦 |𝑣|2{µ,𝑠}
∗ −2𝑣

Ω
   Ω में 

              u = v = 0  Rn\ Ω में, 

जहां n> 2s, 0<s<1, 0<µ<n, 1<q<2, Ω  𝑅𝑛 में एक सचकनी बाध्य डोमेन है  और λ, 𝛿 > 0  असिी 

पैरामीिर हैं। नेहारी कई गुना के सबसेि पर कम से कम उपयोग करके, हम सासबत करते हैं सक ससस्टम  ( 

𝑃{𝜆,𝛿})   कम से कम दो नॉनसिि सवअि समाधान स्वीकार करता है जब भी  0 <  𝜆
{

2

2−𝑞
}

+  𝛿
{

2

2−𝑞
}

< 𝛩 अगर  

µ≤ 4𝑠 और 0 <  𝜆
{

2

2−𝑞
}

+  𝛿
{

2

2−𝑞
}

< 𝛩0  अगर  µ> 4𝑠 कुछ 𝛩0, 𝛩 > 0 के सिए जहां संभवतः 𝛩0 ≤  𝛩। 
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