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Abstract

During the transmission of data over a communication channel, errors are inevitable. Coding theory

aims to design efficient encoding schemes that enable such errors to be detected and, when possible,

corrected. Linear codes, and in particular their subclass of cyclic codes, play a fundamental role in

modern communication systems and data storage technologies used in everyday life. The primary

objective in coding theory is to construct codes with high error-correcting capability while maintain-

ing minimal redundancy; equivalently, one seeks codes with large relative distance and high code

rate. These objectives are inherently conflicting, making their simultaneous optimization a central

challenge in coding theory.

A linear code is said to be distance-optimal if no other linear code over the same alphabet with the

same length and dimension has a larger distance. Determining the distance of a linear code is, in

general, a hard problem, even for structured families such as cyclic codes. In particular, maximum

distance separable (MDS) codes attain the largest possible distance as determined by the Singleton

bound and are therefore distance-optimal. Reed–Solomon codes are the most prominent examples

of MDS codes and are widely used in practice. Beyond Reed–Solomon codes, the construction and

structural analysis of MDS codes that are not equivalent to Reed–Solomon codes are a challenging

and active area of research.

Beyond reliable communication, linear codes also play a crucial role in information security. In par-

ticular, minimal linear codes are instrumental in secret sharing schemes and secure two-party com-

putation, while linear complementary dual (LCD) codes are important in designing countermeasures

against side-channel and fault injection attacks. These applications motivate the study of linear codes

with broad applicability, including minimal, LCD, and distance-optimal codes.

Let F be a field. A central algebraic tool employed in this thesis is the notion of an F-valued trace on a

finite-dimensional commutative F-algebra. A non-zero F-valued F-linear map on a finite-dimensional
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vi ABSTRACT

commutative F-algebra is called an F-valued trace if its kernel contains no non-zero ideals. However,

given an F-algebra, such a map may not always exist. In this thesis, we find an infinite class of

finite-dimensional commutative F-algebras which admit an F-valued trace. In fact, in these cases, we

explicitly construct a trace map. An F-valued trace induces a non-degenerate bilinear form on the

underlying F-algebra, making it both theoretically significant and computationally useful. We further

present a couple of applications of an F-valued trace map to algebraic coding theory. For instance,

we show that the subfield codes of codes over an Fq-algebra can be determined with the help of an

Fq-valued trace, if it exists.

Using the F2-valued trace of commutative F2-algebras R2 := F2[x]/⟨x3−x⟩ and As := F2[x]/⟨xs⟩, for

s≥ 2, we study the (binary) subfield codes C
(2)
D of simplicial CD-codes over R2 and As. We explicitly

determine the Hamming weight distribution of these subfield codes and derive sufficient conditions

under which they are minimal, for various choices of the defining set D constructed via simplicial

complexes. Moreover, we show that certain classes of these codes attain the Griesmer bound, while

others are distance optimal under mild conditions. We also establish sufficient conditions for self-

orthogonality of the resulting binary linear codes. As a consequence, we construct several infinite

families of minimal, self-orthogonal, distance-optimal projective binary linear codes which are either

two-weight or four-weight. To the best of our knowledge, this work constitutes the first systematic

study of subfield codes of codes over an F2-algebra, and in particular, the first instance in which such

subfield codes are explicitly computed using an F2-valued trace.

We next study two families of cyclic codes over Fq of length n denoted by Cn and Cn,1, which are

generated by the n-th cyclotomic polynomial Qn(x) and the polynomial Qn(x)Q1(x), respectively. For

each integer n > 1, we derive explicit formulae for the distances of Cn and Cn,1, and we also obtain a

formula for the distance of their Euclidean duals. Moreover, we show that all these codes are LCD,

and several subfamilies are both r-optimal and d-optimal locally recoverable codes.

Lastly, we present a new class of codes called row-column twisted Reed–Solomon codes (abbreviated

as RCTRS), motivated by the works of Beelen et al. [6] and Liu et al. [51]. We explicitly provide

conditions for such codes to be MDS and also ensure their existence. By determining the dimensions

of their Schur squares, we prove that these MDS codes are not equivalent to Reed–Solomon codes,

thus presenting a new family of non-RS MDS codes. Additionally, we prove that these MDS codes are

also not equivalent to column twisted Reed–Solomon codes described by Liu et al. in [51], showing

the novelty of our construction.



           

 

 

सार 
 

 

संचार चैनल पर डेटा के प्रसारण के दौरान, तु्रटटयां अपररहायय हैं। कोडडगं थ्योरी का उद्देश्य कुशल 
एन्कोडडगं योजनाओं को डडजाइन करना है जो ऐसी तु्रटटयों का पता लगाने और जब संभव हो, ठीक 
करने में सक्षम बनाता है। लिनियर कोड, और उनके उपवगय, ववशेष रूप से साइक्लिक कोड, आधुननक 
संचार प्रणाललयों और रोजमराय की जजंदगी में उपयोग की जाने वाली डेटा भंडारण प्रौद्योगगककयों में 
एक मौललक भूलमका ननभाते हैं। कोडडगं थ्योरी में प्राथलमक उद्देश्य न्यूनतम अनतरेक को बनाए रखत े
हुए उच्च तु्रटट-सुधार क्षमता वाले कोड का ननमायण करना है; समान रूप स,े कोई बडी ररिेटिव डिस्िेंस 
और उच्च कोि रेि वाले कोड की तलाश करता है। ये उद्देश्य स्वाभाववक रूप स ेपरस्पर ववरोधी हैं, 
जो उनके एक साथ अनुकूलन को कोडडगं थ्योरी में एक कें द्रीय चुनौती बनाते हैं। 

 

एक िीनियर कोि को डिस्िेंस-ऑक्टिमि तब कहा जाता है, जब उसी अल्फाबेि पर, उसी िंबाई और 
िाइमेंशि वािे ककसी दसूरे िीनियर कोि की दरूी उससे ज़्यादा ि हो। एक लिनियर कोड की न्यूनतम 
दरूी ननधायररत करना, सामान्य तौर पर, एक कटठन समस्या है, यहां तक कक साइक्लिक कोड जैस े
संरगचत पररवारों के ललए भी। ववशेष रूप से, मैक्लसमम डिस्िेंस सेपरेबि (एमडीएस) कोड लसगंलटन 
बाउंड द्वारा अनुमत सबसे बडी संभव न्यूनतम दरूी प्राप्त करते हैं और इसललए डिस्िेंस-ऑक्टिमि 
होते हैं। रीड-सोलोमन कोड एमडीएस कोड के सबसे प्रमुख उदाहरण हैं और व्यवहार में व्यापक रूप 
से उपयोग ककए जाते हैं। रीड-सोलोमन कोड से परे, एमडीएस कोड का ननमायण और ववश्लेषण जो 
रीड-सोलोमन कोड के बराबर नहीं हैं अनुसंधान का एक चुनौतीपूणय और सकिय क्षेत्र है। 
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ववश्वसनीय संचार के अलावा, लिनियर कोड सूचना सुरक्षा में भी महत्वपूणय भूलमका ननभाते हैं। ववशेष 
रूप से, लमनिमि लिनियर कोड्स सीके्रि शेयररगं स्कीम्स और लसलयोर िू-पािी कम्टयूिेशि में 
महत्वपूणय भूलमका ननभाते हैं, जबकक लिनियर कॉक्म्टिमेंिरी ड्यूि (एलसीडी) कोड साइड-चैनल और 
फॉल्ि-इंजेक्शन हमलों के खखलाफ जवाबी उपायों को डडजाइन करने में महत्वपूणय हैं। ये अनुप्रयोग 
व्यापक प्रयोज्यता के साथ लिनियर कोड के अध्ययन को प्रेररत करते हैं, जजसमें लमनिमि, एलसीडी 
और डिस्िेंस-ऑक्टिमि कोड शालमल हैं। 

 

मान लीजजए 𝔽 एक फील्ड है। इस थीलसस में ननयोजजत एक कें द्रीय बीजगखणतीय उपकरण एक 
फाइिाइि-िायमेंशिि कम्यूिेटिव 𝔽-एल्जेब्रा पर 𝔽-वैल्यूि टे्रस की धारणा है। एक फाइिाइि-िायमेंशिि 
कम्यूिेटिव 𝔽-एल्जेब्रा पर एक गैर-शून्य 𝔽-वैल्यूि 𝔽-लिनियर को 𝔽-वैल्यूि टे्रस कहा जाता है यटद 
इसके कनेल में कोई गैर-शून्य आइडियि नहीं है। हालााँकक, ऐसा 𝔽-वैल्यूि टे्रस एक 𝔽-एल्जेब्रा पर 
हमेशा मौजूद नही ंहो सकता है। इस थीलसस में, हम फाइिाइि-िायमेंशिि कम्यूिेटिव 𝔽-एल्जेब्रा का 
एक अनंत वगय पाते हैं क्जसके पास एक 𝔽-वैल्यूि टे्रस है। वास्तव में, इन मामलों में, हम स्पष्ट रूप 
से एक 𝔽-वैल्यूि टे्रस का ननमायण करते हैं। एक 𝔽-वैल्यूि टे्रस अंतननयटहत 𝔽-एल्जेब्रा पर एक िॉि-
डिजेिेरेि बाइिीनियर फॉमम को इंड्यूस करता है, जजसस े यह सैद्धांनतक रूप स े महत्वपूणय और 
कम्पप्यूटेशनल रूप से उपयोगी दोनों हो जाता है। हम आगे एल्जेब्रब्रक कोडडगं थ्योरी के ललए 𝔽-वैल्यूि 
टे्रस के कुछ अनुप्रयोग प्रस्तुत करते हैं। उदाहरण के ललए, हम टदखाते हैं कक 𝔽𝑞-एल्जेब्रा पर कोड के 
सबफील्ड कोड को 𝔽𝑞-वैल्यूि टे्रस की मदद से ननधायररत ककया जा सकता है, यटद यह मौजूद है। 

 

कम्पयूटेटटव 𝔽2-एल्जेब्रा ℛ2: = 𝔽2[𝑥]/⟨𝑥
3 − 𝑥⟩ और 𝒜𝑠: = 𝔽2[𝑥]/⟨𝑥

𝑠⟩, 𝑠 ≥ 2 के ललए हम 𝒞𝐷-कोड 
के (बाइनरी) सबफील्ड कोड 𝒞𝐷(2) का अध्ययन करत ेहैं। हम स्पष्ट रूप से इन सबफील्ड कोड के 
हैलमगं वेि डिस्रीब्यूशि का ननधायरण करते हैं और पयायप्त पररजस्थनतयों को प्राप्त करते हैं जजसके 
तहत व ेलमनिमि हैं, जो लसम्टिीलशयि कॉम्टिेलस के जररए बिाए गए डिफाइनिगं सेि 𝐷 के अिग-
अिग ववकल्पों के लिए होते हैं। इसके अलावा, हम टदखाते हैं कक इन कोडों के कुछ वगय गिस्मर 
बाउंड प्राप्त करते हैं, जबकक अन्य पररजस्थनतयों में डिस्िेंस-ऑक्टिमि होते हैं। हम पररणामी बाइनरी 
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लिनियर कोड की सेल्फ-ऑथोगोनललटी के ललए पयायप्त शतें भी स्थावपत करते हैं। नतीजतन, हम 
लमनिमि, सेल्फ-ऑथोगोनल और डिस्िेंस-ऑक्टिमि प्रोजेक्लिव बाइनरी लिनियर कोड के कई अनंत 
पररवारों का ननमायण करते हैं जो या तो िू-वेि या फोर-वेि होते हैं। हमारी जािकारी के अिुसार, यह 
कायय 𝔽2-एल्जेब्रा पर कोड के सबफील्ड कोड का पहला व्यवजस्थत अध्ययन है, और ववशेष रूप से, 
पहला उदाहरण जजसमें इस तरह के सबफील्ड कोड की गणना 𝔽2-वैल्यूि टे्रस का उपयोग करके स्पष्ट 
रूप से की जाती है। 

 

इसके बाद हम 𝔽𝑞 पर लंबाई 𝑛 वािे साइक्लिक कोड के दो पररवारों का अध्ययि करेंगे, जजसे 𝒞𝑛 
और 𝒞𝑛,1 द्वारा दशायया जाता है, जो िमशः 𝑛-th साइक्लोटोलमक बहुपद 𝑄𝑛(𝑥) और बहुपद 
𝑄𝑛(𝑥)𝑄1(𝑥) द्वारा उत्पन्न होते हैं। प्रत्येक पूणाांक 𝑛 > 1 के ललए, हम 𝒞𝑛 और 𝒞𝑛,1 की दरूी के 
ललए स्पष्ट सूत्र प्राप्त करते हैं, और हम 𝒞𝑛 और 𝒞𝑛,1 के यूजक्लडडयन िुअि की दरूी के ललए भी 
एक सूत्र प्राप्त करते हैं। इसके अलावा, हम टदखाते हैं कक ये सभी कोड एलसीडी हैं, और कई 
उपपररवार 𝑟-ऑक्टिमि और 𝑑-ऑक्टिमि िोकिी ररकवरेबि कोि हैं। 

 

अंत में, हम कोडों का एक नया वगय प्रस्तुत करते हैं जजसे रो-कॉलम ट्ववस्टेड रीड-सोलोमन कोड 
(आरसीटीआरएस के रूप में संक्षक्षप्त) कहा जाता है, जो बीलेन एट अल. और ललय ूएट अल. के कायों 
से प्रेररत है। हम स्पष्ट रूप से ऐसे कोड के एमडीएस होने के ललए शतें प्रदान करते हैं और उनके 
अजस्तत्व को भी सुननजश्चत करते हैं। उनके शूर स्लवेयर के आयामों का ननधायरण करके, हम साबबत 
करते हैं कक ये एमडीएस कोड रीड-सोलोमन कोड के बराबर नहीं हैं, इस प्रकार िॉि-आरएस एमडीएस 
कोड का एक नया पररवार प्रस्तुत करते हैं। इसके अनतररक्त, हम साबबत करते हैं कक ये एमडीएस 
कोड भी ललय ूएट अल. द्वारा वखणयत कॉलम ट्ववस्टेड रीड-सोलोमन कोड के बराबर नही ंहैं जो हमारे 
ननमायण की नवीनता को दशायता है। 
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