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Abstract

A linear array with omnidirectional sensors cannot discriminate between the azimuth

angle and its complementary angle due to axisymmetry about the array axis. This

thesis examines solutions to the bearing ambiguity problem known as Left-Right (LR)

ambiguity using two closely spaced parallel arrays. In the first part of the thesis, we

design a Second-order Nulling (SoN) beamformer to produce a cardioid-type spatial

response with a null that is electronically steered to the complementary angle of the di-

rection of interest. Three methods, namely SoN, Null Constrained Beamformer (NCB),

and 2-Dimension Direct Beamformer (2DDB), are studied. The performance is eval-

uated in correlated noise conditions modeled by a first-order auto-regressive process.

This work establishes analytical results for the bound on the detection gain of the

two parallel arrays in terms of the Rayleigh quotient of the circulant noise correlation

matrix.

A closed-form expression is developed for estimating the loss due to cardioid pro-

cessing at small inter-array spacing. The closed-form expressions are validated using

Monte-Carlo simulations based on the deflection criterion. Twin array processing us-

ing the 2DDB method results in a higher Detection Gain (DG), while cardioid-based

beamformers give a higher Rejection Ratio (RR). Data from an at-sea experiment

using a towed array is analyzed. Field results show that the deeper null achieved

by the cardioid method results in a higher RR compared to 2DDB. From the field

data, approximately 19 dB Left-Right discrimination is demonstrated at 1650 Hz for

the broadside. Experimental results from a towed array corroborate the analysis and

simulations.

In the second problem addressed in the thesis, we examine the role of a sparse
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array, specifically the Coprime Sparse Arrays (CSA) on the twin array. CSA with

two collocated Uniform Linear Array (ULA) are used to estimate O(MN) direction

of arrivals for a narrow band source with only O(M + N) sensors. However, CSA

cannot discriminate the azimuth and its complementary angle due to the symmetry

along the array axis. We design LR resolved CSA (LRCSA) to produce a null that is

electronically steered to the complementary angle of the desired direction. LRCSA twin

array achieves higher spatial resolution than the conventional fully populated LR array

with the same number of sensors, much like the collocated CSA. The bound on the DG

is analytically established for the LRCSA under correlated noise scenarios. Twin array

processing using the LRCSA method results in narrow main lobe beamwidth along

with a higher rejection ratio (RR) compared to 2DDB and NCB. Data obtained from

a sea experiment using a towed array is analyzed. The results confirm that CSA based

cardioid processing resolves LR ambiguity with a higher RR and narrower beams.

The performance from an adaptive beamformer-based LR ambiguity resolution with

twin-array is examined next. We use an adaptive beamformer based on Minimum Vari-

ance Distortionless Response (MVDR) beamformer along with cardioid beamforming

to produce a null that is electronically steered to the complementary angle of the de-

sired direction for a twin array. In the adaptive scheme, beamforming is first performed

along the azimuth to obtain two sets of beams. The beam signal from each array is

then combined linearly with weights determined to minimize the output power at a

complementary angle while maintaining a unity response in the desired direction. The

minimization principle tends to develop a null in the complementary direction, while

the unity response constraint ensures an undistorted signal from the desired direction.

We demonstrate the performance of MVDR based beamformer on a twin array in the

correlated noise modeled by a first-order auto-regressive process.

This thesis also explores a Deep Neural Network (DNN) technique for LR resolution

and analyzes its performance. We develop a framework for the left-right resolution

problem based on the probability of error in estimating the correct state (PoE). Binary

classification based on DNN is used to resolve the LR ambiguity. The DNN method

based on raw sensor data processing is found to be closer to the optimal performance.
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अमूत% 
 

सव#$दशा(मक स+सर वाला एक रै0खक सरणी सरणी अ5 के बारे म+ अ5 सम8पता के कारण अज़ीमथु 

कोण और उसके परूक कोण के बीच भेदभाव नहFं कर सकता है। यह थीJसस दो Kनकट दरूF वाले समानांतर 

सर0णयM का उपयोग करके बाएं-दाएं (एलआर) अPपQटता के 8प म+ Rात असर अPपQटता समPया के 

समाधान कT जांच करती है। थीJसस के पहले भाग म+, हम एक शVूय के साथ काWड #योइड-Zकार कT 
PथाKनक ZKत[\या उ(पVन करने के Jलए एक दसूरे \म के VयJूलगं (SoN) बीमफॉम#र को Wडज़ाइन करत े

ह_ जो इले`aॉKनक 8प से bयाज कT $दशा के परूक कोण पर संचाJलत होता है। तीन तरFकM, अथा#त ्

एसओएन, नल कंPaेVड बीमफॉम#र (एनसीबी), और 2-डायम+शन डायरे`ट बीमफॉम#र (2डीडीबी) का 
अeययन [कया जाता है। Zदश#न का मfूयांकन Zथम-\म ऑटो-hरiेJसव Z[\या jवारा KनJम#त 

सहसंबjध शोर िPथKतयM म+ [कया जाता है। यह काय# सकु# लेट शोर सहसंबंध म$ैa`स के रेले भागफल के 

संदभ# म+ दो समानांतर सर0णयM के पता लगाने के लाभ पर सीमा के Jलए lवmलेषणा(मक पhरणाम 

Pथाlपत करता है। 
 
छोटF अतंर-सरणी hरि`त पर काWड #योइड ZसंPकरण के कारण होने वाले नकुसान का अनमुान लगाने के 

Jलए एक बंद-8प अJभqयि`त lवकJसत कT गई है। lव5ेपण मानदंड के आधार पर मMटे-कालs Jसमलेुशन 

का उपयोग करके बंद-8प अJभqयि`तयM को माVय [कया जाता है। 2डीडीबी lवtध का उपयोग करके 

ulवन ऐरे ZसंPकरण के पhरणामPव8प उwच Wडटे`शन गेन (डीजी) होता है, जब[क काWड #योइड-आधाhरत 

बीमफॉम#र उwच अPवीकृKत अनपुात (आरआर) देत ेह_। खींचे गए सरणी का उपयोग करके समyु म+ [कए 

गए Zयोग के डटेा का lवmलेषण [कया जाता है। फ़Tfड पhरणाम बतात ेह_ [क काWड #योइड lवtध jवारा Zा{त 

गहरे शVूय के पhरणामPव8प 2DDB कT तलुना म+ उwच आरआर होता है। फ़Tfड डटेा से, |ॉडसाइड के 

Jलए 1650 हu#ज़ पर लगभग 19 डीबी बाएँ-दाएँ भेदभाव ZदJश#त होता है। खींचे गए सरणी से Zायोtगक 

पhरणाम lवmलेषण और Jसमलेुशन कT पिुQट करत ेह_। 
 
थीJसस म+ संबोtधत दसूरF समPया म+, हम एक lवरल सरणी कT भJूमका कT जांच करत ेह_, lवशषे 8प से 

जड़ुवां सरणी पर कोZाइम lवरल सारणी (सीएसए)। केवल O(M + N) स+सर वाले एक संकTण# ब_ड �ोत के 

Jलए आगमन कT O(MN) $दशा का अनमुान लगाने के Jलए दो कोलोकेटेड यKूनफ़ॉम# लFKनयर एरे (ULA) 

वाले CSA का उपयोग [कया जाता है। हालाँ[क, सीएसए सरणी अ5 के साथ सम8पता के कारण अज़ीमथु 

और उसके परूक कोण म+ भेदभाव नहFं कर सकता है। हम एलआर hरजॉfqड सीएसए (एलआरसीएसए) 

को एक शVूय उ(पVन करने के Jलए Wडज़ाइन करत ेह_ जो इले`aॉKनक 8प से वांKछत $दशा के परूक कोण 

पर संचाJलत होता है। एलआरसीएसए ulवन ऐरे समान सं�या म+ स+सर के साथ पारंपhरक परूF तरह से 

आबादF वाले एलआर ऐरे कT तलुना म+ उwच PथाKनक hरज़ॉfयशून Zा{त करता है, जो [क कोलोकेटेड 

सीएसए कT तरह है। सहसंबjध शोर पhर�mयM के तहत एलआरसीएसए के Jलए डीजी पर सीमा 



lवmलेषणा(मक 8प से Pथाlपत कT गई है। एलआरसीएसए lवtध का उपयोग करके जड़ुवां सरणी 
ZसंPकरण के पhरणामPव8प 2डीडीबी और एनसीबी कT तलुना म+ उwच अPवीकृKत अनपुात (आरआर) 

के साथ संकTण# म�ुय लोब बीमlव�थ होता है। एक खींचे गए सरणी का उपयोग करके समyुF Zयोग से 

Zा{त डटेा का lवmलेषण [कया जाता है। पhरणाम पिुQट करत े ह_ [क सीएसए आधाhरत काWड #योइड 

ZसंPकरण उwच आरआर और संकTण# बीम के साथ एलआर अPपQटता को हल करता है। 
 
ulवन-एरे के साथ एक अनकूुलF बीमफॉम#र-आधाhरत एलआर अPपQटता hरज़ॉfयशून से Zदश#न कT जांच 

आगे कT जाती है। हम काWड #योइड बीमफॉJम�ग के साथ-साथ JमKनमम वेhरएंस WडPटॉरशनलेस hरPपॉVस 

(एमवीडीआर) बीमफॉम#र पर आधाhरत एक अनकूुलF बीमफॉम#र का उपयोग करत ेह_, जो एक नल का 
उ(पादन करता है िजसे इले`aॉKनक 8प से एक जड़ुवां सरणी के Jलए वांKछत $दशा के परूक कोण पर ले 

जाया जाता है। अनकूुलF योजना म+, बीम के दो सेट Zा{त करने के Jलए बीमफॉJम�ग को पहले अज़ीमथु 

के साथ [कया जाता है। Z(येक सरणी से बीम Jस�नल को वांKछत $दशा म+ एकता ZKत[\या बनाए रखत े

हुए एक परूक कोण पर आउटपटु पावर को कम करने के Jलए Kनधा#hरत वजन के साथ रै0खक 8प से जोड़ा 
जाता है। Vयनूतमकरण Jसjधांत परूक $दशा म+ शVूय lवकJसत करता है, जब[क एकता ZKत[\या बाधा 
वांKछत $दशा से एक अlवरल संकेत सKुनिmचत करती है। हम Zथम-\म ऑटो-hरiेJसव Z[\या jवारा 
सहसंबंtधत शोर म+ एक जड़ुवां सरणी पर एमवीडीआर आधाhरत बीमफॉम#र के Zदश#न को ZदJश#त करत े

ह_। 
 
यह थीJसस एलआर hरज़ॉfयशून के Jलए डीप Vयरूल नेटवक#  (डीएनएन) तकनीक कT भी खोज करती है 

और इसके Zदश#न का lवmलेषण करती है। हम सहF िPथKत (पीओई) का अनमुान लगाने म+ �$ुट कT 
संभावना के आधार पर बाएं-दाएं समाधान समPया के Jलए एक 8परेखा lवकJसत करत ेह_। डीएनएन पर 

आधाhरत बाइनरF वग�करण का उपयोग एलआर अPपQटता को हल करने के Jलए [कया जाता है। कwचे 

स+सर डटेा ZोसेJसगं पर आधाhरत DNN lवtध इQटतम Zदश#न के करFब पाई गई है। 



Glossary

Boldfaced lower case symbols denote vectors and boldfaced upper case symbols denote

matrices respectively. xH denotes Hermitian (conjugate-transpose) of x.

aULA Array response vector for the linear array.

AULA Array response matrix for the linear array.

AT Array response matrix for the twin array.

aT Array response vector for the twin array.

gT Twin array beamformed signal only output.

nb Noise received at the b array.

nc Noise received at the c array.

nT Twin array beamformed noise only output.

r Range.

RN Spatial noise correlation between sensors in an array.

RN,ij Spatial noise correlation between ith and jth sensors across single linear array.

RN Spatial noise correlation between sensors across twin array.

RS,ij Spatial signal correlation between any ith and jth sensors across single linear array.

RS Spatial signal correlation between sensors across twin array.

ΣN Diagonal Value.

wULA Weight vector for linear beamforming.

wT Weight vector for twin beamforming.

wT,2D Weight vector for twin beamforming using 2-D beamforming.

wT,NCB Weight vector for twin beamforming using Null Constrained beamforming.

wT,SoN Weight vector for twin beamforming using Second Order Beamformung.

x Signal received at the array.
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xb Signal received at the b array.

xc Signal received at the c array.

yb Beamformed output at the b array.

yc Beamformed output at the c array.

ỹb Sparse array beamformed output at the b array.

ỹc Sparse array beamformed output at the c array.
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Acronyms

2DDB 2-Dimension Direct Beamformer.

3DDB 3-Dimension Direct Beamformer.

3NCB Three Sensor Null Constrained Beamformer.

ASW Anti-submarine Warfare.

AUV Autonomous Underwater Vehicle.

CBF Conventional Beamforming.

CLRCSA Correlated CSA based processing for twin array.

CSA Coprime Sparse Arrays.

CSAmin CSA based on minimum processing technique.

CSApp CSA based on product processing technique.

CSDM Cross-spectral density matrix.

DG Detection Gain.

DNN Deep Neural Network.

DOA Direction of Arrival.

HPBW Half-Power Beamwidth.

LR Left-Right.

LRCSA LR resolved CSA.

LRCSAmin LRCSA based on minimum processing technique for twin array.

LRCSApp LRCSA based on product processing technique for twin array.

LRULA2D LR processing with ULA using 2D CBF.

LRULANCB LR processing with ULA using Null Constrained beamformer.

LRULASoN LR processing with ULA using Second order Nulling beamformer.

MVDR Minimum Variance Distortionless Response.

viii



NCB Null Constrained Beamformer.

PoE Probability of error in estimating the correct state.

PSL Peak Side Lobes.

RIS Real and Imaginary component of the sensor signal.

RR Rejection Ratio.

SNR Signal to Noise Ratio.

SoN Second-order Nulling.

ULA Uniform Linear Array.
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