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Abstract

In this thesis, our focus lies on investigating the existence and regularity theory of weak solutions

to a class of nonlocal elliptic equations and systems. These equations and systems involve

nonlocal and critical nonlinearities, making them relevant in various physical applications, such

as finance mathematics, biomathematics, and animal foraging, among others. The thesis is

structured into five chapters.

Chapter 1 serves as an introduction, where we present the background and current state of

research related to the forthcoming chapters. Additionally, we outline the organization of the

thesis and highlight the main contributions we have made.

In Chapter 2, we examine a particular class of elliptic problems involving a combination of

local and nonlocal operators, together with nonlocal nonlinearities. Specifically, the nonlin-

earity considered is a blend of critical Hartree type nonlinearity and either regular or singular

perturbation. Our analysis begins by studying the optimal constant associated with the mixed

Hardy-Littlewood-Sobolev type inequality. We then proceed to investigate the existence, nonex-

istence, and regularity of weak solutions for the regularly perturbed problem, employing the

variational approach. Additionally, we explore the existence, multiplicity, and regularity theory

of the singularly perturbed problem, utilizing a non-smooth analysis approach in this direction.

Chapter 3 of this thesis is dedicated to presenting the existence and regularity results for nontriv-

ial weak solutions in two separate sections. The first section deals with a fractional p-Laplacian

logistic problem involving Choquard nonlinearity. Similarly, the second section focuses on an

elliptic problem characterized by singular absorption nonlinearity and subcritical exponential

Choquard type nonlinearity. One of the main challenges encountered in logistic type problems

is the absence of a comparison principle due to Choquard type nonlinearity. To overcome this

obstacle, we introduce the concept of strong supersolution and uniform subsolution (with re-

spect to a strong supersolution). Additionally, we explore the corresponding Brezis-Niremberg

v



type problem and obtain the existence of a weak solution. Moreover, we prove the existence of a

least energy nodal solution by using the minimization techniques on the Nehari nodal set. Con-

cerning the problem involving singular absorption nonlinearity, we first analyse the existence

and uniform estimates of weak solutions for an approximated regularized problem, employing

the Mountain pass theorem. By establishing essential gradient estimates for the solution of the

approximating problem, we then proceed to take limits and consequently prove that the original

problem has a weak solution.

In Chapter 4, we explore an elliptic problem characterized by singular discontinuous nonlin-

earity in combination with a critical Hartree type nonlinearity. The presence of this singular

discontinuous nonlinearity causes the associated energy functional to be non-differentiable and

not even locally Lipschitz continuous. To address this challenge, we utilize regularization tech-

niques, which render the associated energy functional differentiable. The first solution is then

obtained as the limit of solutions to the regularized problem, which is subsequently shown to be

a local minimum of the associated energy functional in the H1
0 (Ω)- topology. To find the sec-

ond solution, we perform a translation of the original problem using the first solution obtained

above. This translation makes the associated energy functional Locally Lipschitz, enabling us to

employ the notion of generalized gradients. Through the use of the concentration compactness

and the Ekeland variational principles, we establish the existence of the second solution. Finally,

by acquiring the L∞ estimate and analysing the boundary behaviour of the weak solution, we

demonstrate the Hölder regularity results.

In Chapter 5, our focus is on examining a singularly perturbed coupled Schrödinger system that

involves the fractional half Laplacian and critical exponential type nonlinearity. We examine the

existence and concentrating behaviour of semiclassical states for this system. Initially, we anal-

yse the corresponding limit problem and demonstrate the existence of ground state solutions.

Our approach in this regard is based on the Nehari Manifold technique, inspired by Pankov’s

work. Furthermore, we derive a priori estimates for these ground states and subsequently utilize

these estimates to study the concentrating profile of the semiclassical solutions. Additionally,

we present a novel and independently interesting result in the form of a Pohožaev type identity

for the limit problem. This identity is entirely new and constitutes a valuable contribution to

the field.
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                                                                                सार  

 इस थीससस में, हमारा ध्यान नोनलोकल अण्डाकार समीकरणोों और प्रणासलयोों के एक वर्ग के सलए वीक सोलु्यशोंस 

के अस्तित्व और सनयसमतता ससद्ाोंत की जाोंच पर कें सित है। इन समीकरणोों और प्रणासलयोों में शासमल हैं 

नोनलोकल सिसिकल रै्र-रैस्तिकताएँ जो की उन्हें सवसिन्न िौसतक अनुप्रयोर्ोों में प्रासोंसर्क बनाती हैं, जैसे सवत्त 

र्सणत, बायोमैथमैसिक्स और पशु चारार्ाह आसि के रूप में। यह थेससस पाँच अध्यायोों में सोंरसचत की र्यी है।      

अध्याय 1 एक पररचय के रूप में कायग करता है, जहाों हम आर्ामी अध्यायोों से सोंबोंसित शोि की पृष्ठिूसम और 

वतगमान स्तिसत प्रिुत करते है। इसके असतररक्त, हम थेससस के सोंर्ठन की रूपरेिा तैयार करते हैं और हमारे 

द्वारा सकए र्ए मुख्य योर्िान पर प्रकाश डालते हैं।       

अध्याय 2 में, हम अण्डाकार समस्याओों के एक सवशेष वर्ग की जाोंच करते हैं जोसक िानीय और रै्र-िानीय 

ऑपरेिरोों के साथ-साथ रै्र-िानीय रै्र-रैस्तिकताएँ के सोंयोजन से बनी है। सवशेष रूप से, मानी जाने वाली  रै्र-

रैस्तिकता महत्वपूणग हािर ी प्रकार की रै्र-रैस्तिकता और रेरु्लर या ससोंरु्लर रै्र-रैस्तिकताएँ का समश्रण है। 

व्याकुलता. हमारा सवशे्लषण समक्स्ड हाडी-सलिलवुड-सोबोलेव असमानता से जुडे ओपसतमल कोोंस्टोंि का अध्ययन 

करके शुरू होता है। इसके बाि हम रेरु्लरली पेरतुरबेड समस्या के सलए वीक सोलू्यशोंस के अस्तित्व, 

अस्तित्वहीनता और सनयसमतता की जाोंच करने के सलए आरे् बढ़ते हैं। इसके असतररक्त, हम ससोंरु्लरली पेरतुरबेड 

समस्या के अस्तित्व, बहुलता और सनयसमतता ससद्ाोंत का पता लर्ाते हैं। इस सिशा में हम एक रै्र-सुचारू 

सवशे्लषण दृसिकोण का उपयोर् करते हैं।    

इस थीससस का अध्याय 3 िो अलर्-अलर् िोंडोों में रै्र-तुच्छ वीक सोलु्यशंस के अस्तित्व और सनयसमतता पररणामोों 

को प्रिुत करने के सलए समसपगत है। पहला िोंड मैं हम फ्रस्तिओनल पी-लाप्लाससयन से सोंबोंसित लॉसजस्तस्टक 

चॉक्वडग  समस्या का अध्यान करते हैं। इसी प्रकार, िूसरा िोंड एक अण्डाकार समस्या पर कें सित है सजसमे 

ससोंरु्लर अवशोषण रै्र-रैस्तिकता और सब-सिसिकल चोक्वाडग प्रकार की रै्र-रैस्तिकता का समश्रण है। लॉसजस्तस्टक 

प्रकार की समस्याओों में आने वाली मुख्य चुनौसतयोों में से एक चोक्वाडग  प्रकार की रै्र-रैस्तिकता के कारण तुलना 

ससद्ाोंत का अिाव है। इस पर काबू पाने के सलए, हम स्टर ॉंर् सुपरसोलू्यशन और उन्नीफ़ोमग सबसोलू्यशन (एक 

स्टर ॉंर् सुपेसोलूिीओन के सोंबोंि में) की अविारणा का पररचय िेते हैं। इसके असतररक्त, हम सोंबोंसित बे्रस़िस-

सनरेम्बर्ग प्रकार की समस्या का पता लर्ाते हैं और एक वीक सोलू्यशन के अस्तित्व को प्राप्त करते हैं। इसके 

अलावा, हम  नेहारी नोडल सेि पर नू्यनतमकरण तकनीकोों का उपयोर् करके नू्यनतम ऊजाग नोडल सोलू्यशन के 

अस्तित्व को ससद् करते हैं। ससोंरु्लर अवशोषण रै्र-रैस्तिकता से जुडी समस्या के सोंबोंि में, हम पहले माउों िेन पास 

प्रमेय की मिि से एक अनुमासनत सनयसमतीकृत समस्या के सलए वीक सोलू्यशंस के अस्तित्व और समान अनुमान 

का सवशे्लषण करते हैं। अनुमासनत सनयसमतीकृत समस्या के सोलू्यशोंस के सलए आवश्यक गे्रसडएों ि अनुमान 

िासपत करके, हम सिर सीमाएों  लेने के सलए आरे् बढ़ते हैं और पररणामस्वरूप मूल समस्या के वीक सोलू्यशन के 

अस्तित्व को सासबत करते हैं।  

अध्याय 4 में, हम एक अण्डाकार समस्या का पता लर्ाते हैं जो एक महत्वपूणग हािर ी प्रकार की रै्र-रैस्तिकता के 

साथ सोंयोजन में ससंगुलर असतत  रै्र-रैस्तिकता की सवशेषता है। इस ससोंरु्लर असतत रै्र-रैस्तिकता की उपस्तिसत  

सोंबोंसित ऊजाग कायागत्मकता की ना ही केवल रै्र-सविेसित बस्ति िानीय िर पर िी सलप्ससचिज़ि सतत ना होने 

का कारण बनती है। इस चुनौती का समािान करने के सलए, हम सनयसमतीकरण तकनीक का उपयोर् करते हैं, जो 

सोंबोंसित ऊजाग कायागत्मकता को सिन्न बनाती है। पहला सोलू्यशन सनयसमत समस्या के सोलु्यशोंस की सीमा के रूप 

में प्राप्त सकया र्या है, सजसे बाि में सोंबोंसित ऊजाग कायागत्मकता का  H0
1 (Ω)- िोपोलॉजी में एक िानीय नू्यनतम 

सिखाया गया है। िूसरा सोलू्यशन खोजने के सलए, हम प्राप्त पहले सोलू्यशन का उपयोग करके मूल समस्या को 

िर ाोंसलएि करते हैं। यह िर ान्स्लिीओन सोंबोंसित ऊजाग को िानीय रूप से सलप्ससचिज़ि सतत बनाता है, सजससे हम 

सामान्यीकृत गे्रसडयेंि की िारणा का उपयोर् करने मे सक्षम हो जाते हैं। एकाग्रता सघनता के उपयोर् के माध्यम 

से और एकलैंड वाररयािीओनल  ससद्ाोंतोों के आिार पर, हम िूसरे सोलू्यशन के अस्तित्व को िासपत करते हैं। 



अोंत में L∞ अनुमान प्राप्त  करके और वीक सोलू्यशन के सीमा व्यवहार का सवशे्लषण करके, हम हेल्डर सनयसमतता 

पररणाम प्रिसशगत करहे हैं। 

अध्याय 5 में, हमारा ध्यान एक सवलक्षण रूप से सवकृत युस्तित श्रोसडोंर्र प्रणाली की जाोंच करने पर है सजसमे 

फ्रस्तिओनल हल्फ लाप्लाससयन और महत्वपूणग घातीय प्रकार की रै्र-रैस्तिकता शासमल है। हम इस प्रणाली के 

सलए अिगशास्त्रीय अविाओों का अस्तित्व और सोंकें सित व्यवहार की जाोंच करते हैं । प्रारोंि में, हम सोंबोंसित सीमा 

समस्या का सवशे्लषण करते हैं और ग्राउोंड से्टि सोलू्यशन के अस्तित्व को प्रिसशगत करते हैं। इस सोंबोंि में हमारा 

दृसिकोण पैनकोव से पे्रररत नेहारी मैसनिोल्ड तकनीक पर आिाररत है। इसके अलावा, हम इन ग्राउोंड से्टिजस के 

सलए एक प्राथसमक अनुमान प्राप्त करते हैं और बाि में उसका उपयोर् करते हैं अिगशास्त्रीय समािानोों की 

सोंकें सित प्रोफ़ाइल का अध्ययन करने के सलए हैं। इसके असतररक्त, हम पोहो़ेिव प्रकार की आइडैनसिसि के रूप 

में एक उपन्यास और स्वतोंत्र रूप से सिलचस्प पररणाम प्रिुत करते हैं। सीमा समस्या के सलए. यह आइडैनसिसि 

पूरी तरह से नई है और इस िील्ड एक मूल्यवान योर्िान है। 
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