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Abstract

Domination is one of the important and widely studied areas of research in graph

theory. A set D ⊆ V of vertices of a graph G = (V,E) is called a dominating set

if every vertex not in D is adjacent to at least one member of D. Given a graph

G, Minimum Domination is the problem of finding a dominating set of mini-

mum cardinality in G. Decide Domination is the decision version of Minimum

Domination. The domination number of G is the minimum cardinality among all

dominating sets in G and is denoted by γ(G). A vertex v is said to dominate itself

and all of its neighbors.

In this thesis, we study the algorithmic aspects of some variations of domination,

namely (i) Global total k-domination, (ii) Differentiating-total domination, (iii)

Global Roman domination, (iv) Roman {3}-domination, and (v) Connected power

domination.

A subset D ⊆ V of a graph G = (V,E) is called a global total k-dominating

set (GTkD-set) of G if every vertex in V is adjacent as well as non-adjacent to

at least k vertices in D. Minimum Global Total k-Domination is to find a

minimum cardinality global total k-dominating set (GTkD-set) of G and Decide

Global Total k-Domination is the decision version of Minimum Global To-

tal k-Domination. Decide Global Total k-Domination is known to be
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NP-complete [8]. We strengthen this result by proving that Decide Global To-

tal k-Domination is NP-complete for bipartite graphs, perfect elimination bi-

partite graphs, star-convex bipartite graphs, chordal graphs and doubly chordal

graphs. We propose a polynomial-time algorithm to obtain a minimum cardinality

global total k-dominating set in chordal bipartite graphs. We design a 2(1 + lnn)-

approximation algorithm for Minimum Global Total k-Domination. Further,

we prove that Minimum Global Total k-Domination is hard to approximate

within a factor of (1 − ε) lnn for any ε > 0 unless P = NP. Also, we show that

Minimum Global Total k-Domination admits a constant factor approxima-

tion algorithm. Then we prove that Minimum Global Total k-Domination

is APX-complete for bounded degree bipartite graphs as well as for chordal graphs.

Finally, we show that for bipartite graphs and for chordal graphs Decide Global

Total k-Domination is W[2]-hard when parameterized by the size of a GTkD-set

in G.

A subset D ⊆ V of a graph G = (V,E) is called a differentiating-total dominat-

ing set (DTD-set), of G if (a) NG(v) ∩ D 6= ∅ for all v ∈ V , and (b) NG[u] ∩ D 6=
NG[v] ∩ D, for every distinct pair u, v ∈ V . Minimum Differentiating-Total

Domination is to find a minimum cardinality differentiating-total dominating set

(DTD-set) of G and Decide Differentiating-Total Domination is the de-

cision version of Minimum Differentiating-Total Domination. We initiate

the algorithmic complexity of differentiating-total domination. We show that De-

cide Differentiating-Total Domination is NP-complete for chordal bipartite

graphs, star-convex bipartite graphs, chordal graphs, and planar graphs. We pro-

pose an approximation algorithm for Minimum Differentiating-Total Dom-

ination with approximation factor O(ln ∆(G)) for any graph G with maximum

degree ∆(G). Further, we prove that Minimum Differentiating-Total Domi-

nation is hard to approximate for any bipartite graph within a factor of (1
2
− ε) lnn
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for any ε > 0 unless P = NP. Finally, we show that Minimum Differentiating-

Total Domination is APX-complete for bounded degree bipartite graphs.

A function f : V → {0, 1, 2} is called a global Roman dominating function

(GRDF) of G if every vertex of weight 0 is adjacent as well as non-adjacent to a

vertex of weight 2. The weight of a function f is defined as f(V ) = Σu∈V f(u) and

the minimum weight of a GRDF of G is known as global Roman domination number

of G. Minimum Global Roman Domination is to find a minimum weight global

Roman dominating function (GRDF) of G and Decide Global Roman Domi-

nation is the decision version of Minimum Global Roman Domination. We

initiate the algorithmic complexity of global Roman domination. We prove that De-

cide Global Roman Domination is NP-complete for bipartite graphs, chordal

bipartite graphs, planar bipartite graphs, star-convex bipartite graphs, and chordal

graphs. On the positive side, we show that Minimum Global Roman Domina-

tion is polynomial-time solvable for chain graphs and threshold graphs. We design

a 4(1 + lnn)-approximation algorithm for Minimum Global Roman Domina-

tion. Further, we prove that Minimum Global Roman Domination is hard to

approximate within a factor of (1 − ε) lnn for any ε > 0 unless P = NP. We show

that the same inapproximability result holds for bipartite graphs as well. Finally, we

show that Minimum Global Roman Domination admits a O(ln ∆(G)) approx-

imation algorithm for any bipartite graph G with maximum degree ∆(G). Then we

prove that Minimum Global Roman Domination is APX-complete for bounded

degree graphs as well as for bounded degree bipartite graphs.

A function f : V → {0, 1, 2, 3} is called a Roman {3}-dominating function

(R3DF) such that for every vertex v ∈ V , if f(v) ∈ {0, 1}, then
∑

u∈N [v] f(u) ≥ 3.

The weight of a function f is defined as f(V ) = Σu∈V f(u) and the minimum weight

of a R3DF of G is known as the Roman {3}-domination number of G. Minimum

Roman {3}-Domination is to find a minimum weight Roman {3}-dominating
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function (R3DF) of G and Decide Roman {3}-Domination is the decision ver-

sion of Minimum Roman {3}-Domination. Decide Roman {3}-Domination

is known to be NP-complete for bipartite graphs [49]. We strengthen this result by

proving that Decide Roman {3}-Domination is NP-complete for star-convex bi-

partite graphs, chordal graphs, and split graphs. We propose linear time algorithms

to solve Minimum Roman {3}-Domination in chain graphs and threshold graphs.

We propose an approximation algorithm for Minimum Roman {3}-Domination

with approximation factor O(ln ∆(G)) for any graph G with maximum degree ∆(G).

Further, we prove that Minimum Roman {3}-Domination is hard to approximate

for any graph within a factor of (1 − ε) lnn for any ε > 0 unless P = NP. Finally,

we show that Minimum Roman {3}-Domination is APX-complete for bounded

degree bipartite graphs.

A subset D ⊆ V of a graph G = (V,E) is called a power dominating set if

every vertex of the graph can be observed by D by considering the following two

observation rules:

OR1: if v ∈ D, then v can observe itself and all its neighbors.

OR2: for an already observed vertex whose all neighbors except one are observed,

then the only unobserved neighbor becomes observed as well.

A subset D ⊆ V of a graph G = (V,E) is called a connected power dominating set

if D is a power dominating set of G and the subgraph induced by D is connected

in G. Minimum Connected Power Domination is to find a minimum car-

dinality connected power dominating set of G and Decide Connected Power

Domination is the decision version of Minimum Connected power dominating set

of G. Decide Connected Power Domination is known to be NP-complete for

general graphs [13]. We strengthen this result by proving that Decide Connected
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Power Domination is NP-complete for perfect elimination bipartite graphs, star-

convex bipartite graphs, and split graphs. On the positive side, we show that Min-

imum Connected Power Domination can be solved in polynomial time for

chain graphs and threshold graphs. We also prove that, for bipartite graphs and for

chordal graphs, Minimum Connected Power Domination is hard to approxi-

mate within a ratio of (1 − ε) lnn for any ε > 0 unless P = NP. Finally, we show

that Minimum Connected Power Domination is APX-hard for graphs with

maximum degree 5.
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                                                                             सार 

 

वचŊˢ Ťाफ िसȠांत मŐ अनुसंधान के महȕपूणŊ और ʩापक ŝप से अȯयन िकए गए Ɨेũो ंमŐ से 
एक है। एक Ťाफ G=(V,E) के शीषŘ का एक समुǄय D ⊆ V एक Ůमुख समुǄय कहलाता है यिद 
Ůȑेक शीषŊ जो D मŐ नही ंहै, D के कम से कम एक सद˟ के िनकट है। एक Ťाफ G को देखते 
Šए, Ɋूनतम डोिमनेशन खोजने की सम˟ा है G मŐ Ɋूनतम कािडŊनैिलटी का एक डोिमनेिटंग सेट। 
िडसाइड डोिमनेशन Ɋूनतम डोिमनेशन का िनणŊय संˋरण है। G का डोिमनेशन संƥा G मŐ 
सभी Ůमुख सेटो ंमŐ Ɋूनतम कािडŊनैिलटी है और इसे γ(G) Ȫारा दशाŊया जाता है। कहा जाता है िक 
एक शीषŊ v ˢयं और उसके सभी पड़ोिसयो ंपर हावी है। 

 

इस थीिसस मŐ, हम वचŊˢ के कुछ ŝपो ंके एʎोįरथम पहलुओ ंका अȯयन करते हœ, अथाŊत्   (i) 
वैिʷक कुल k-Ůभुȕ, (ii) िवभेदक-कुल वचŊˢ, (iii) वैिʷक रोमन वचŊˢ, (iv) रोमन {3}-वचŊˢ, 
और (v) कनेƃेड पावर वचŊˢ। 

 

एक Ťाफ G=(V,E) का एक उपसमुǄय D ⊆ V वैिʷक कुल k-Ůभुȕ समुǄय कहलाता है, यिद G 
का Ůȑेक शीषŊ D मŐ कम से कम k शीषŘ के आसɄ हो साथ-साथ कम से कम k शीषŘ के आसɄ 
न हो। Ɋूनतम वैिʷक कुल k-वचŊˢ G का Ɋूनतम कािडŊनैिलटी Ƹोबल टोटल के-डोिमनेिटंग सेट 
(जीटीकेडी-सेट) खोजने के िलए और िडसाइड Ƹोबल टोटल के-डोिमनेशन Ɋूनतम Ƹोबल 
टोटल के-डोिमनेशन का िनणŊय संˋरण है। िडसाइड  वैिʷक कुल k-वचŊˢ एनपी-पूणŊ होने के 
िलए जाना जाता है। हम इस पįरणाम को यह सािबत करके मजबूत करते हœ िक िडसाइड वैिʷक 
कुल k-डोिमनेशन िȪदलीय Ťाफ़, पूणŊ उɉूलन िȪदलीय Ťाफ़, ː ार-उȅल िȪदलीय Ťाफ़, कॉडŊल 
Ťाफ़ और डबल कॉडŊल Ťाफ़ के िलए एनपी-पूणŊ है। हम कॉडŊल िȪदलीय Ťाफ़ मŐ Ɋूनतम 
कािडŊनैिलटी Ƹोबल टोटल k-डोिमनेिटंग सेट Ůाɑ करने के िलए एक बŠपद समय एʎोįरश̠म 
का Ůˑाव करते हœ। हम Ɋूनतम वैिʷक कुल k-वचŊˢ के िलए एक 2(1 + ln n)- सिɄकटन 
अलगोįरथम िडज़ाइन करते हœ। इसके अलावा, हम यह सािबत करते हœ िक िकसी भी G के िलए 
Ɋूनतम वैिʷक कुल k-Ůभुȕ का अनुमान लगाना किठन है िकसी भी e> 0 के िलए (1 − e) ln n के 
कारक के भीतर अनुमािनत करना किठन है जब तक िक P=NP न हो। साथ ही, हम िदखाते हœ िक 
Ɋूनतम वैिʷक कुल k-डोिमनेशन एक İ̾थर कारक सिɄकटन एʎोįर̠म को ˢीकार करता है। 
तब हम िसȠ करते हœ िक Ɋूनतम वैिʷक कुल k-Ůभुȕ बȠ िडŤी िȪदलीय Ťाफ़ के साथ-साथ 
कॉडŊल Ťाफ़ के िलए APX-पूणŊ है। अंत मŐ, हम िदखाते हœ िक िȪदलीय Ťाफ़ के िलए और कॉडŊल 
Ťाफ़ के िलए िडसाइड वैिʷक कुल k-डोिमनेशन W[2]-हाडŊ  है जब G मŐ जीटीकेडी-सेट के आकार 
Ȫारा पैरामीटर िकया जाता है। 

 



x Abstract

Ťाफ G=(V,E) का एक उपसमुǄय D ⊆ V एक िवभेदक-कुल कहलाता है यिद (i) D Ťाफ़ G का 
टोटल डोिमनेिटंग सेट है, (b) N[u] ∩ D ≠ N[v] ∩ D, Ůȑेक िविशʼ जोड़ी के िलए u, v ∈ V । 
िमनीमम िडफरŐ िशयिटंग-टोटल डोिमनेशन एक Ɋूनतम कारडाइनैिलटी का िडफरŐ िशयिटंग-
टोटल डोिमनेिटंग सेट (डीटीडी-सेट) है और िडसाइड िडफरŐ िशयिटंग-टोटल डोिमनेशन िमनीमम 
िडफरŐ िशयिटंग-टोटल डोिमनेशन का िनणŊय संˋरण है। हम िवभेदक-कुल वचŊˢ की 
एʎोįरथमइक जिटलता आरंभ करते हœ। हम िदखाते हœ िक िडसाइड िडफरŐ िशयिटंग-टोटल 
डोिमनेशन कॉडŊल िबपरटाइटे Ťाफ, ːार-उȅल िȪदलीय Ťाफ, कॉडŊल Ťाफ और ɘानर Ťाफ 
के िलए एनपी-पूणŊ है। हम िकसी भी Ťाफ G के िलए सिɄकटन कारक O(ln ∆(G)) के साथ Ɋूनतम 
िवभेदक-कुल Ůभुȕ के िलए एक सिɄकटन एʎोįर̠म का Ůˑाव करते हœ, अिधकतम िडŤी G = 
∆(G) के साथ। इसके अलावा, हम सािबत करते हœ िक िकसी भी िȪदलीय Ťाफ के िलए Ɋूनतम 
िवभेदक-कुल Ůभुȕ का अनुमान लगाना किठन है िकसी भी e> 0 के िलए (1 − e) ln n का एक 
गुणनखंड जब तक िक P=NP न हो। अंत मŐ, हम िदखाते हœ िक Ɋूनतम िवभेदक-कुल Ůभुȕ APX-
पूणŊ है बाउंड िडŤी िȪदलीय रेखांकन के िलए। 

 

 

 

एक फलना f : V → {0, 1, 2} को G का वैिʷक रोमन Ůभुȕ फलन कहा जाता है, यिद भार 0 का 
Ůȑेक शीषŊ भार 2 के शीषŊ के साथ आसɄ हो साथ-साथ आसɄ न हो। फंƕन भार को इस Ůकार 
पįरभािषत िकया गया है  f(V) = Σu∈V f(u) और वैिʷक रोमन Ůभुȕ फलन का Ɋूनतम वजन 
वैिʷक रोमन डोिमनेशन संƥा के ŝप मŐ जाना जाता है। िमनीमम वैिʷक रोमन डोिमनेशन एक 
Ɋूनतम भार वैिʷक रोमन डोिमनेिटंग फलन और िडसाइड वैिʷक रोमन डोिमनेशन िमनीमम 
वैिʷक रोमन डोिमनेशन का िनणŊय संˋरण है। हम वैिʷक रोमन वचŊˢ की अलगोįरदिमक 
जिटलता की शुŜआत करते हœ। हम सािबत करते हœ िक िडसाइड वैिʷक रोमन Ůभुȕ िȪदलीय 
रेखांकन, कॉडŊल िȪदलीय रेखांकन, तलीय िȪदलीय रेखांकन, तारा-उȅल िȪदलीय रेखांकन, और 
कॉडŊल रेखांकन के िलए एनपी-पूणŊ है। सकाराȏक पƗ पर, हम िदखाते हœ िक Ɋूनतम वैिʷक 
रोमन Ůभुȕ ŵंृखला Ťाफ़ और ŵेशोʒ Ťाफ़ के िलए बŠपद-समय मŐ हल करने योƶ है। हम 
Ɋूनतम वैिʷक रोमन Ůभुȕ के िलए एक 4(1+ln n)-सिɄकटन एʎोįरथम िडज़ाइन करते हœ। 
इसके अलावा, हम सािबत करते हœ िक Ɋूनतम वैिʷक रोमन Ůभुȕ का अनुमान लगाना किठन है 
िकसी भी e> 0 के िलए (1 − e) ln n का एक गुणनखंड जब तक िक P=NP न हो। हम िदखाते हœ 
िक वही अŮाɗता पįरणाम िȪदलीय रेखांकन के िलए भी धारण करता है। अंत मŐ, हम िदखाते हœ 
िक Ɋूनतम वैिʷक रोमन Ůभुȕ िकसी भी िȪदलीय Ťाफ़ के िलए एक O(ln ∆(G)) सिɄकटन 
एʎोįरथम ˢीकार करता है, अिधकतम िडŤी G = ∆(G) के साथ। तब हम सािबत करते हœ िक 
Ɋूनतम वैिʷक रोमन Ůभुȕ एपीएƛ-पूणŊ है जो सीिमत िडŤी के िलए है Ťाफ़ के साथ-साथ बाउंड 
िडŤी िȪदलीय Ťाफ़ के िलए। 
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एक फलना f : V → {0, 1, 2, 3} को रोमन {3}-Ůभुȕ फलन इस Ůकार कहा जाता है िक Ůȑेक 
शीषŊ v के िलए यिद f(v) ∈ {0,1}, तो Σu∈N[v] f(u) ≥ 3. एक फलन के भार को f(V) = Σu∈V f(u) के 
ŝप मŐ पįरभािषत िकया गया है और रोमन {3}-Ůभुȕ फलन का Ɋूनतम वजन रोमन {3}-
डोिमनेशन संƥा के ŝप मŐ जाना जाता है। िमनीमम रोमन {3}-डोिमनेशन एक Ɋूनतम भार रोमन 
{3}-डोिमनेिटंग फलन और िडसाइड रोमन {3}-डोिमनेशन िमनीमम रोमन {3}-डोिमनेशन का 
िनणŊय संˋरण है। डीसाइड रोमन  {3}-डोिमनेशन िȪदलीय रेखांकन के िलए वचŊˢ को एनपी-
पूणŊ माना जाता है। हम यह सािबत करके इस पįरणाम को मजबूत करते हœ िक डीसाइड रोमन  
{3}-डोिमनेशन ːार-उȅल िȪदलीय Ťाफ़, कॉडŊल Ťाफ़ और İ̾ɘट Ťाफ़ के िलए एनपी-पूणŊ है। 
हम Ɋूनतम रोमन  {3}-डोिमनेशन को ŵंृखला Ťाफ़ और ŵेशोʒ Ťाफ़ मŐ हल करने के िलए रैİखक 
समय एʎोįरदम का Ůˑाव करते हœ। हम िकसी भी Ťाफ G के िलए सिɄकटन कारक O(ln ∆(G)) 
के साथ Ɋूनतम रोमन  {3}-डोिमनेशन के िलए एक सिɄकटन एʎोįर̠म का Ůˑाव करते हœ, 
अिधकतम िडŤी G= ∆(G) के साथ। इसके अलावा, हम सािबत करते हœ िक Ɋूनतम रोमन {3}-
डोिमनेशन िकसी भी Ťाफ के िलए िकसी भी e>0 के िलए (1-e)ln n के कारक के भीतर अनुमािनत 
करना मुİʭल है जब तक िक P=NP न हो। अंत मŐ, हम िदखाते हœ िक Ɋूनतम रोमन {3}-
डोिमनेशन एपीएƛ-पूणŊ है जो बाउंड िडŤी िȪदलीय Ťाफ के िलए है। 

 

Ťाफ़ G=(V,E) का एक उपसमुǄय D ⊆ V एक घात Ůबल समुǄय (पावर डोमइनेिटंग सेट) 
कहलाता है यिद Ťाफ़ के Ůȑेक शीषŊ को िनɻिलİखत दो ŮेƗण िनयमो ंपर िवचार करके D Ȫारा 
देखा जा सकता है: 

OR1: यिद v उपसमुǄय D मŐ है, तो v ˢयं को और अपने सभी पड़ोिसयो ंको देख सकता है। 

OR2: पहले से देखे गए शीषŊ के िलए िजसके एक को छोड़कर सभी पड़ोिसयो ंको देखा जाता है, 
तो एकमाũ अनदेखा पड़ोसी भी मनाया जाता है। 

एक Ťाफ G=(V,E) का एक उपसमुǄय D ⊆ V एक कनेƃेड पावर डोमइनेिटंग सेट कहलाता है 
यिद D एक पावर डोिमनेिटंग सेट है और G[D] Ůेįरत सबŤाफ मŐ जुड़ा Šआ है। Ɋूनतम कनेƃेड 
पावर डोिमनेशन G का Ɋूनतम कािडŊनैिलटी कनेƃेड पावर डोमइनेिटंग सेट खोजने के िलए और 
िडसाइड कनेƃेड पावर डोिमनेशन Ɋूनतम कनेƃेड पावर डोिमनेशन का िनणŊय संˋरण है।  
िडसाइड कनेƃेड पावर डोिमनेशन सामाɊ Ťाफ के िलए एनपी-पूणŊ होने के िलए जाना जाता है। 
हम यह सािबत करके इस पįरणाम को मजबूत करते हœ िक िडसाइड कनेƃेड पावर डोिमनेशन 
पूणŊ उɉूलन िȪदलीय Ťाफ़, ːार-उȅल िȪदलीय Ťाफ़ और İ̾ɘट Ťाफ़ के िलए एनपी-पूणŊ है। 
सकाराȏक पƗ पर, हम िदखाते हœ िक चेन Ťाफ और ŵेशोʒ Ťाफ के िलए बŠपद समय मŐ 
Ɋूनतम कनेƃेड पावर डोिमनेशन को हल िकया जा सकता है। हम यह भी सािबत करते हœ िक, 
िȪदलीय Ťाफ़ के िलए और कॉडŊल Ťाफ़ के िलए, Ɋूनतम कनेƃेड पावर डोिमनेशन िकसी भी 
e> 0 के िलए (1-e)ln n के अनुपात मŐ अनुमािनत करना मुİʭल है जब तक िक P=NP न हो। अंत 
मŐ, हम िदखाते हœ िक Ɋूनतम कनेƃेड पावर डोिमनेशन एपीएƛ-हाडŊ है जो अिधकतम िडŤी 5 
वाले Ťाफ़ के िलए है। 
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