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Abstract

The combinatorial characterization of certain special classes of simplicial complexes, specifically

homology manifolds and normal pseudomanifolds, is being developed in terms of the g-theorem.

The variation of the third component of the g-vector of a d-dimensional simplicial complex ∆,

denoted as g2(∆) := f1(∆)−(d+1)f0(∆)+
(
d+2
2

)
, where f0(∆) and f1(∆) represent the number

of vertices and edges in ∆, respectively, has played a significant role in this development.

A homology d-manifold is a pure simplicial complex in which the link of every vertex is a

homology (d − 1)-sphere. A normal d-pseudomanifold is a strongly connected pure simplicial

complex in which every face of dimension d− 1 is contained in exactly two facets and the links

of all the simplices of dimensions up to d− 2 are connected. In a normal d-pseudomanifold ∆,

the link of a vertex is a normal d−1-pseudomanifold. Vertices in ∆ whose links are triangulated

spheres are called non-singular vertices, while the remaining are called singular vertices.

Given a normal d-pseudomanifold K, the well-known lower bound theorem asserts that

g2(K) ≥ g2(lkKσ) for every simplex σ of codimension three or more. A normal d-pseudomanifold

K is called g2-minimal with respect to a vertex v if g2(K) = g2(lkKv) holds. Let ∆ be a g2-

minimal normal 3-pseudomanifold. When ∆ contains at most two singular vertices, its combina-

torial characterization is known [17]. In Chapter 3, we present a combinatorial characterization

of such a ∆ when it has three singular vertices, including one RP2-singularity, or four singular

vertices, including two RP2-singularities. In both cases, we prove that ∆ is obtained from a

one-vertex suspension of a surface, and some boundary complexes of 4-simplices by applying

the combinatorial operations of types connected sums, vertex foldings, and edge folding.

It is known that when g2 = 0, all normal pseudomanifolds of dimensions at least three are

stacked spheres. In the cases of g2 = 1 and 2, all homology manifolds are polytopal spheres

and can be obtained through retriangulation or join operations from the previous ones. In

Chapter 4, we provide a combinatorial characterization of the homology d-manifolds, where

d ≥ 3 and g2 = 3. These are spheres and can be obtained through operations such as joins,
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some retriangulations, and connected sums from spheres with g2 ≤ 2. Furthermore, we have

presented a structural result on prime normal d-pseudomanifolds with g2 = 3.

In Chapter 5, the homology 4-manifolds with g2 ≤ 5 are characterized combinatorially. It

is well-known that all homology 4-manifolds for g2 ≤ 2 are polytopal spheres. We demon-

strate that homology 4-manifolds with g2 ≤ 5 are triangulated spheres and are derived from

triangulated 4-spheres with g2 ≤ 2 by a series of connected sum, bistellar 1- and 2-moves,

edge contraction, edge expansion, and edge flipping operations. We establish that the above

inequality is optimally attainable, i.e., it cannot be extended to g2 = 6.

Finally, we worked with balanced normal pseudomanifolds in Chapter 6. For a balanced

normal d-pseudomanifold, a PL invariant is introduced, known as the balanced genus. We

establish a fundamental result: a 3-manifold M is homeomorphic to a sphere if and only if its

balanced genus GM is bounded by 3. In cases where M is a 3-manifold distinct from a sphere,

then GM assumes a lower bound of m+3, where m denotes the rank of the fundamental group

of M . Transitioning to 4-manifolds, we prove that a 4-manifold M is PL-homeomorphism to a

sphere if and only if its balanced genus GM is bounded by 2χ(M) + 10. If M is a 4-manifold

that is not a sphere, we prove that GM is bounded from below by 2χ(M) + 5m+ 11, where m

denotes the rank of the fundamental group of M .



सार

िंस͆िप्लिशयल कॉम्प्लेक्साें की कुछ िवशेष शे्रिणयाें , िवशेष रूप से होमोलॉजी मैिनफोल्ड्स और नॉमर्ल स्यूडोमैिनफो-
ल्ड्स की संयोजनात्मक िवशेषताआें को g-प्रमेय के संदभर् में िवकिसत िकया जा रहा है। िकसी d-आयामी िंस͆िप्लिशयल
कॉम्प्लेक्स ∆ के g-वेक्टर के तीसरे घटक, िजसे g2(∆) := f1(∆)− (d+1)f0(∆)+

(
d+2
2

) से िनरूिपत िकया
जाता है, जहाँ f0(∆) और f1(∆) क्रमशः ∆ में शीषार्ें और िकनाराें की संख्या दशार्ते हैं , ने इस िवकास में महत्वपूणर्
भूिमका िनभाई है।

होमोलॉजी d-मैिनफोल्ड एक शुद्ध िंस͆िप्लिशयल कॉम्प्लेक्स होता है िजसमें प्रत्येक शीषर् का िंल͆क एक होमोलॉजी
(d − 1)-स् फ़ीयर होता है। नॉमर्ल d-स्यूडोमैिनफोल्ड एक मजबूती से जुड़ा हुआ शुद्ध िंस͆िप्लिशयल कॉम्प्लेक्स होता
है िजसमें हर (d − 1)-आयामी फेस ठीक दो फेसेट्स में सिम्मिलत होता है, और आयाम (d − 2) तक के सभी
िंस͆प्लेक्साें के िंल͆क जुड़े हुए होते हैं। िकसी नॉमर्ल d-स्यूडोमैिनफोल्ड ∆ में िकसी शीषर् का िंल͆क एक नॉमर्ल (d− 1)-
स्यूडोमैिनफोल्ड होता है। ∆ में वे शीषर् िजनके िंल͆क ट्रायंगुलेटेड स् फ़ीयर होते हैं , उन्हें नॉन-िंस͆गुलर शीषर् कहा जाता है,
जबिक शेष को िंस͆गुलर शीषर् कहा जाता है।

यिद K एक नॉमर्ल d-स्यूडोमैिनफोल्ड है, तो प्रिसद्ध लोअर बाउंड प्रमेय कहता है िक g2(K) ≥ g2(lkKσ), हर
उस िंस͆प्लेक्स σ के िलए िजसके कोडायमेंशन तीन या अिधक हो। एक नॉमर्ल d-स्यूडोमैिनफोल्ड K को िकसी शीषर्
v के सापेक्ष g2-िमिनमल कहा जाता है यिद g2(K) = g2(lkKv) होता है। मान लीिजए िक ∆ एक g2-िमिनमल
नॉमर्ल 3-स्यूडोमैिनफोल्ड है। जब ∆ में अिधकतम दो िंस͆गुलर शीषर् होते हैं , तब इसका संयोजनात्मक वणर्न [17] में
िदया गया है। अध्याय 3 में , हम ऐसे ∆ का संयोजनात्मक वणर्न प्रस्तुत करते हैं िजसमें या तो तीन िंस͆गुलर शीषर् (िजनमें
से एक RP2 िंस͆गुलैिरटी हो), या चार िंस͆गुलर शीषर् (िजनमें से दो RP2 िंस͆गुलैिरटीज़ हाें ) होते हैं। दोनाें ही मामलाें
में , हम िसद्ध करते हैं िक ∆ को िकसी सतह की एक-शीषर् सस्पेंशन और कुछ 4-िंस͆प्लेक्साें की बाउंड्री कॉम्प्लेक्साें से
संयोजनात्मक िक्रयाआें जैसे िक कनेक्टेड समाें , वटर्ेक्स फ़ोिल्डंग्स, और एज फ़ोिल्डंग्स के द्वारा प्राप्त िकया गया है।

यह ज्ञात है िक जब g2 = 0 होता है, तो सभी नॉमर्ल स्यूडोमैिनफोल्ड्स (आयाम ≥ 3) स्टैक्ड स् फ़ीयसर् होते हैं।
g2 = 1 और g2 = 2 के मामलाें में , सभी होमोलॉजी मैिनफोल्ड्स पॉिलटोपल स् फ़ीयसर् होते हैं और उन्हें िपछले
कॉम्प्लेक्साें से रीट्रायंगुलेशन या जॉइन ऑपरेशन के माध्यम से प्राप्त िकया जा सकता है। अध्याय 4 में , हम d ≥ 3
और g2 = 3 वाले होमोलॉजी d-मैिनफोल्ड्स का संयोजनात्मक वणर्न प्रदान करते हैं। ये सभी स् फ़ीयसर् होते हैं और
उन्हें g2 ≤ 2 वाले स् फ़ीयसर् से जॉइन ऑपरेशन्स, कुछ िरट्रायंगलू्यलेशन्स, और कनेक्टेड समाें जैसे ऑपरेशन्स के
माध्यम से प्राप्त िकया जा सकता है। इसके अितिरक्त, हमने g2 = 3 वाले प्राइम नॉमर्ल d-स्यूडोमैिनफोल्ड्स पर एक
संरचनात्मक पिरणाम भी प्रस्तुत िकया है।

अध्याय 5 में , g2 ≤ 5 वाले होमोलॉजी 4-मैिनफोल्ड्स का संयोजनात्मक वणर्न िकया गया है। यह सुिवख्यात है िक
g2 ≤ 2 होने पर सभी होमोलॉजी 4-मैिनफोल्ड्स पॉिलटोपल स् फ़ीयसर् होते हैं। हम प्रदर्िश͆त करते हैं िक g2 ≤ 5 वाले
होमोलॉजी 4-मैिनफोल्ड्स ट्रायंगुलेटेड स् फ़ीयसर् होते हैं और उन्हें g2 ≤ 2 वाले ट्रायंगुलेटेड 4- स् फ़ीयसर् से कनेक्टेड समाें ,
बाइस्टेलर 1- और 2-मूव्स, एज कॉन्टै्रक्शन्स, एज एक्सपैंशन्स, और एज िफ़्लिंप͆ग्स जैसी ऑपरेशन्स की एक शंृ्रखला
द्वारा प्राप्त िकया जा सकता है। हम यह भी स्थािपत करते हैं िक यह इनेक्वैिलटी सवार्ेत्तम है, अथार्त इसे g2 = 6 तक
िवस्तािरत नहीं िकया जा सकता।

अंततः, अध्याय 6 में हमने बैलेंस्ड नॉमर्ल स्यूडोमैिनफोल्ड्स के साथ कायर् िकया। िकसी बैलेंस्ड नॉमर्ल d-स्यूडोमैिनफोल्ड
के िलए एक PL इनवेिरएंट पिरभािषत िकया गया है, िजसे "बैलेंस्ड जीनस" कहा जाता है। हम एक मौिलक पिरणाम

1



स्थािपत करते हैं : कोई 3-मैिनफोल्ड M एक स् फ़ीयर के होिमयोमॉर्िफ͆क होता है यिद और केवल यिद उसका बैलेंस्ड
जीनस GM ≤ 3 हो। उन पिरिस्थितयाें में जब M एक स् फ़ीयर से िभन्न 3-मैिनफोल्ड होता है, तब GM का न्यूनतम
मान m+3 होता है, जहाँ m,M के फंडामेंटल गु्रप की रैंक को दशार्ता है। 4-मैिनफोल्ड्स के संदभर् में , हम िसद्ध करते
हैं िक कोई 4-मैिनफोल्ड M एक स् फ़ीयर से PL-होिमयोमॉर्िफ͆क होता है यिद और केवल यिद उसका बैलेंस्ड जीनस
GM ≤ 2χ(M) + 10 हो, जहाँ χ(M) मैिनफोल्ड का ऑयलर कैरैक्टिरिस्टक है। यिद M एक ऐसा 4-मैिनफोल्ड
है जो स् फ़ीयर नहीं है, तो हम िसद्ध करते हैं िक GM का न्यूनतम मान 2χ(M) + 5m + 11 होता है, जहाँ m िफर
से M के फंडामेंटल गु्रप की रैंक को दशार्ता है।

2
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