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Abstract

In this thesis, we are concerned with the study of the existence and regularity results of weak

solutions to a class of elliptic and parabolic equations driven by the non-homogeneous types

of operators, such as the sum of two differential operators with different homogeneity. These

kinds of equations have physical applications in biophysics, quantum physics, nonlinear

elasticity, chemical reactions and many more. The thesis is divided into five chapters.

In Chapter 1, we present the preliminaries and a brief state of the art regarding the

results mentioned in the forthcoming chapters. Additionally, in this chapter, we discuss

the organization of the thesis along with the main results of our contribution.

In Chapter 2, we investigate the regularity theory concerning the non-homogeneous quasi-

linear elliptic problems involving a singular nonlinearity. Particularly, the nonlinear term

has the form of a negative power of the unknown function multiplied with a singular weight

that blows up near the boundary. We first obtain the existence results by studying the

perturbed problem and establishing the behavior of the weak solutions near the boundary.

Consequently, we prove the Sobolev regularity and non-existence results. Moreover, we

establish C1,α or C0,α regularity results up to the boundary, for some α ∈ (0, 1), of the

weak solutions depending on the growth of the nonlinear term. The Hölder continuity

result, when the exponent of the nonlinear term is greater than 1, is new even for the

homogeneous operator case as it does not require the solution to be in the energy space.

In Chapter 3, we further investigate the regularity theory for strongly non-homogeneous

fractional problems. Precisely, we prove the interior Hölder continuity results for local

weak solutions to fractional (p, q)-problems, for all 1 < q ≤ p < ∞ and for right hand

side in Lγloc, with suitable γ. Additionally, we establish the Hölder regularity results, up

to the boundary, for weak solutions when the right hand side of the equation is bounded.

We strengthened these results to the optimal values of the Hölder exponent, for the case

of q ≥ 2. Moreover, we obtain strong maximum and comparison principles. We conclude

the chapter by proving Sobolev and Hölder regularity results for a class of doubly singular

problem, where singularity occurs due to the negative power of the unknown and a singular

weight function that blows up near the boundary.

In Chapter 4, we present the existence and multiplicity results for non-trivial and non-

negative weak solutions to fractional (p, q)-problems. Here, we consider the concave-convex

nonlinearity having atmost critical growth and sign changing weight functions. Using

the method of Nehari manifold and performing some blow up analysis, we establish the

v
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existence of at least two non-negative solutions to the critical exponent problem. Moreover,

we obtain the boundedness and Hölder continuity results for the weak solutions.

In Chapter 5, we study a parabolic problem driven by the (p, q)-Laplacian and involving sin-

gular nonlinearity with a Carathéodory perturbation having subcritical growth. Here, we

first establish several asymptotic properties of the solution to stationary problems through

the regularity results obtained in Chapter 2. Subsequently, using time discretization and

implicit Euler’s method, we prove the global existence result and stabilization property

for weak solutions to the parabolic equation when the subcritical perturbation is (q − 1)-

sublinear. Further, when the perturbation is (q − 1)-superlinear, we obtain the local ex-

istence result and prove that the solution exhibits a finite time blowup behavior, which is

new even for the homogeneous operator case (that is, p = q).
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सार 

इस थीससस में हम गैर-सजातीय प्रकार के ऑपरटेरों द्वारा संचासित अण्डाकार और परविययक समीकरणों के एक वगग 

के कमजोर समाधानों के अस्ततत्व और यनययमतता पररणामों का अध्ययन करते हैं, जो यक उदाहरणतवरुप अिग-अिग 

समरूपता वािे दो यवभेदक ऑपरटेरों के योग के रूप में हो सकते हैं। 

प्रथम अध्याय में हम आगामी अध्यायों में उयिसित पररणामों के संबंध में मूिभूत संरचना और एक संयिप्त सवेिण प्रतततु 

करते हैं। इसके अयतररक्त इस अध्याय में हम अगिे अध्यायों में प्रतततु हमार ेयोगदान के मुख्य पररणामों के साथ थीससस 

के संगठन पर भी चचाग करते हैं। 

यद्वतीय अध्याय में हम ससंगुिर गैर-रसैिकता से संबसंधत गैर-सजातीय क्वासससियनयर अण्डाकार समतयाओं के सिए 

यनययमतता ससद्ांत का अध्ययन करते हैं। गैर-रिेीय पद में यवशषे रूप से अज्ञात फंक्शन की नकारात्मक शयक्त का रूप 

होता है जो यक एक यवििण भार से गुणा होता है तथा सीमा के पास यितरा जाता है। हम पहिे सहायक समतया का 

अध्ययन करते हैं और कमजोर समाधानों का सीमा के पास के व्यवहार को तथायपत करके अस्ततत्व पररणाम प्राप्त करत े

हैं। फितवरूप हम सोबोिेव यनययमतता और गैर-अस्ततत्व पररणामों को सायबत करते हैं। इसके अिावा, हम गैर-रसैिक 

पद के यवकास के आधार पर  कमजोर समाधानों की सावगयिक होल्डर यनययमतता की तथापना करते हैं। होल्डर यनरतंरता 

पररणाम, जब अरिेीय पद का घातांक 1 से असधक होता है, सजातीय संचासिका मामिे के सिए भी नया होता है क्योंयक 

इसके सिए समाधान की ऊजाग िेि में उपस्तथयत अयनवायग नहीं होती है। 

तृतीय अध्याय में हम गैर-सजातीय फै्रक्शनि समतयाओं के सिए यनययमतता ससद्ातं की जांच करते हैं। संिेप में, हम 

सभी 1 < 𝑞 ≤ 𝑝 < ∞ के सिए फै्रक्शनि (𝑝, 𝑞)-समतयाओं के तथानीय कमजोर समाधानों के सिए आंतररक होल्डर 

यनरतंरता पररणाम सायबत करत ेहैं। इसके अयतररक्त, हम समीकरण के ड़ररचिेट पररसीमा अवतथा के साथ कमजोर 

समाधानों के सिए सीमा तक होल्डर यनययमतता पररणाम तथायपत करते हैं। हमने इन पररणामों को 𝑞 ≥ 2 के मामिे में 

होल्डर घातांक के इष्टतम मलू्यों के सिए मजबूत यकया। इसके अिावा, हम दृढ़ असधकतम ससद्ातं और दृढ़ तुिना 

ससद्ातं प्राप्त करते हैं। हम दोहरी ससंगुिर समतया के एक वगग के सिए सोबोिेव और होल्डर यनययमतता को सायबत करके 

अध्याय का समापन करते हैं।  

चतुथग अध्याय में हम फै्रक्शनि (𝑝, 𝑞)-समतयाओं के गैर-तुच्ि और गैर-ऋणात्मक कमजोर समाधानों के अस्ततत्व 

और बहुिता पररणाम प्रतततु करते हैं। यहां हम अवति-उत्ति गैर-रसैिकता और यचह्न बदिते वजन कायय ंपर यवचार 

करते हैं| नेहारी मैयनफोल्ड की यवसध का उपयोग करते हुए और कुि ब्िो अप यवश्िेषण करते हुए, हम यियटकि घातांक 

समतया के कम से कम दो गैर-नकारात्मक समाधानों के अस्ततत्व को तथायपत करते हैं। इसके अिावा, हम कमजोर 

समाधानों के सिए सीमाबद्ता और होल्डर यनरतंरता पररणाम प्राप्त करते हैं। 
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पंचम अध्याय में हम (𝑝, 𝑞)-िाप्िाससयान द्वारा संचासित एक परविययक समतया का अध्ययन करते हैं सजसमे एक 

ससंगुिर गैर-रसैिकता शायमि होती है। यहां हम अध्याय 2 में प्राप्त यनययमतता पररणामों के माध्यम से स्तथर समतयाओं 

के समाधान के कई तपशयन्मुि गुण तथायपत करते हैं। तत्पश्चात समय पृथक्करण और अंतयनगयहत यूिर यवसध का उपयोग 

करके हम परविययक समीकरण के कमजोर समाधान के सिए वैस्श्वक अस्ततत्व पररणाम और स्तथरीकरण गुण सायबत 

करते हैं जब सबयियटकि परटरबेशन (𝑞 − 1)-सबसिनीअर है। इसके अिावा जब परटरबेशन (𝑞 − 1)-सुपरसिनीअर 

होती है, तो हम तथानीय अस्ततत्व पररणाम प्राप्त करते हैं और यह सायबत करते हैं यक समाधान एक सीयमत समय के 

पश्चात ब्िो अप व्यवहार प्रदयशगत करता है, जो सजातीय ऑपरटेर मामि ेके सिए भी नया है। 
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