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Abstract

Let K be a field of characteristic zero and K[X] = K[x1, x2, . . . , xn] be the polynomial algebra
in n variables over K . The main emphasis of this thesis is to study the kernel and the image of
K-derivations and KE-derivations defined over K[X].

We started by reviewing some literature and known results on K-derivations, which play a crucial
role in the work done in this thesis. This thesis is divided into two parts. In the first part, we study
the field of rational constants and Darboux polynomials of a generalized cyclotomic derivation d of
K[X]. Further, it is shown that d is without Darboux polynomials if and only if K(X)d = K . The
result is also studied in the tensor product of polynomial algebras.

In the second part of the thesis, we study the image of linear K-derivations and KE-derivations
of K[X]. We show that if the eigenvalues of the associated matrix of a linear K-derivation d are
linearly independent over N0, then the image of d is a maximal ideal in K[X]. Further, we show
that the LFED conjecture holds for certain linear K-derivations of K[x1, x2, x3, x4]. Furthermore,
we assume certain conditions on the eigenvalues corresponding to the linear K-endomorphism
I − δ of K[x1, x2, x3, x4], where δ is a linear KE-derivation of K[x1, x2, x3, x4] and prove that the
LFED conjecture is valid for linear KE-derivations of K[x1, x2, x3, x4].

Moreover, we prove that for a linear K-derivation d of K[X] and the maximal ideal m = (x1, x2, . . . ,

xn) of K[X], if d(m) is a Mathieu-Zhao subspace of K[X], then the image of every m-primary ideal
under d forms a Mathieu-Zhao subspace of K[X]. Additionally, we observe that the image of all
monomial ideals under the K-derivation d = f∂x1 of K[X], for f ∈ K[X] forms an ideal of
K[X]. Finally, we prove that the image of certain monomial ideals under a linear locally nilpotent
K-derivation of K[x1, x2, x3] defined by d = x2∂x1+x3∂x2 forms a Mathieu-Zhao subspace.
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कोई $े& िजसका +वशषेता श1ूय है और K[X] = K[x1, x2, . . . , xn] एक ऐसा बहुपद बीजग?णत है जो K के 
ऊपर n चरणC मE है। इस थीIसस का मJुय उLदMपन K[X] पर पOरभा+षत K-डOेरवेशन और Ke-डOेरवेशन के 
कणRल और छ+व का अVययन करना है। 
 
हमने K-डOेरवेशन पर कुछ साXहYय और जाने गए पOरणामC कZ समी$ा करके श[ुआत कZ, जो इस थीIसस 
मE ]कए गए काम मE एक महYवपणूR भIूमका ^नभात ेह_। यह थीIसस दो भागC मE +वभािजत है। पहले भाग मE, 
हम एक सामा1यकृत साइaलोटॉIमक डOेरवेशन d के रेशनल िdथरांक और डाबूR पॉIलनोIमयfस का 
अVययन करत ेह_। इसके अ^तOरaत, Xदखाया गया है ]क d डाबूR पॉIलनोIमयfस के hबना है अगर और केवल 
अगर K(X)d = K। इस पOरणाम का अVययन पॉIलनोIमयल बीजग?णतC के टEसर iोडaट मE भी ]कया गया 
है। 
 
थीIसस के दसूरे भाग मE, हम K[X] के रै?खक K-डOेरवेशन और Ke-डOेरवेशन कZ छ+व का अVययन करत ेह_। 
हम Xदखात ेह_ ]क यXद एक रै?खक K-डOेरवेशन d के संबंjधत मXैlaस के इजनवfैयजू N0 के ऊपर रै?खक 
mप से dवतं& ह_, तो d कZ छ+व K[X] मE एक अjधकतम आदान है। इसके अ^तOरaत, हम Xदखात ेह_ ]क कुछ 
ऐसे रै?खक K-डOेरवेशनC के Iलए LFED अनमुान सYय है जो K[x1, x2, x3, x4] के ह_। इसके अ^तOरaत, हम 
K[x1, x2, x3, x4] के रै?खक K-अतंःiवतRन I − δ के Iलए इजनवfैयजू के साथ कुछ शतo मानत ेह_, जहां δ 
K[x1, x2, x3, x4] का एक रै?खक Ke-डOेरवेशन है, और IसLध करत ेह_ ]क LFED अनमुान रै?खक Ke-
डOेरवेशनC के Iलए सYय है। 
 
इसके अ^तOरaत, हम IसLध करत ेह_ ]क K[X] के एक रै?खक K-डOेरवेशन d और m = (x1, x2, . . . , xn) का 
अjधकतम आदान, यXद d(m) K[X] का एक Mathieu-Zhao उप$े& है, तो d के अधीन सभी m -iाथIमक 
आदानC कZ छ+व K[X] का एक Mathieu-Zhao उप$े& बनाती है। इसके अ^तOरaत, हम देखत ेह_ ]क K-
डOेरवेशन d = f∂x1 के Iलए, जहां f ∈ K[X], K[X] के सभी मॉनोIमयल आदानC कZ छ+व एक आदान बनाती 
है। अतं मE, हम IसLध करत ेह_ ]क K[x1, x2, x3] के एक रै?खक dथानीय श1ूयdथान K-डOेरवेशन d = x2∂x1 
+ x3∂x2 के नीचे कुछ मॉनोIमयल आदानC कZ छ+व एक Mathieu-Zhao उप$े& बनाती है। 
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Symbol Meaning

∀ for all
∃ there exists
∈ belongs to
⊆ subset or equal
⊊ proper subset
∪, ∩ union, intersection
⊔ disjoint union
∅ empty set
Z the ring of integers
N the set of natural numbers
N0 N ∪ {0}
Q the field of rational numbers
R the real line
C the field of complex numbers
K a field of characteristic zero
A a commutative K-algebra
K[X] the polynomial algebra in n variables over K
K(X) the field of fractions of K[X]

d a K-derivation of A
Der(A,M) set of all derivations from A to M

δ a KE-derivation of A
∂x the standard partial derivative w.r.t. the variable x

xi
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Ker(d) = Ad Kernel of the K-derivation d of A
Im(d) Image of the K-derivation d of A
p a prime ideal of K[X]

m a maximal ideal of K[X]

M a K-linear subspace of A
⊗K tensor product of K-algebra
⊕ direct sum
r(M) radical of the K-subspace M
⌊x⌋ greatest interger function of x for x ∈ R
2 end of a proof
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