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Abstract

Fractional order partial differential equations (PDEs) can be characterized as an

extended form of integer-order PDEs, specially designed to model certain real-world

phenomena that can not be described well by integer-order PDEs. Some well-known

applications of fractional PDEs include anomalous diffusion process, fractals, auto-

matic control systems with feedback, traffic model, population dynamics, and so on

[9, 22, 31, 62].

This thesis aims to find numerical solutions of scalar and coupled time-fractional

nonlinear diffusion equations. We develop efficient numerical schemes involving finite

element spatial discretization. For time discretization, we employ several popular

approximations to the fractional derivatives existing in the literature. A significant

contribution of this thesis includes establishing a priori bounds and convergence es-

timates in terms of a newly developed discrete fractional Grönwall type inequalities.

In this thesis, we solve many time-fractional nonlinear scalar and coupled diffusion

equations by establishing various novel and effective numerical schemes. Firstly, we

propose a first-order accurate Grünwald-Letnikov-Galerkin finite element scheme

for solving the time-fractional nonlinear diffusion equation. A discrete fractional

Grönwall inequality is derived and employed to prove a priori bounds and conver-

gence estimates in both L2(Ω) and H1(Ω) norms.

Next, we present two new fully-discrete schemes to obtain the numerical solution of

v



vi Abstract

the coupled time-fractional nonlinear diffusion system. A priori bounds and a pri-

ori error estimates are obtained for the presented schemes. Further, we reconsider

the time-fractional nonlinear diffusion equation and establish a fractional Crank-

Nicolson-Galerkin finite element scheme which is known to recover second-order

accuracy. Well-posedness and convergence results are proved for the fully-discrete

solution. Due to the advantage of the fractional Crank-Nicolson scheme over L1,

we revisit the coupled time-fractional nonlinear diffusion system and propose two

new second-order accurate fully-discrete schemes for solving this coupled system.

Well-posedness results and a priori error estimates for both schemes are obtained in

L2(Ω) norm. Finally, we analyze the numerical solution of the time-fractional non-

linear delay diffusion equation by presenting two linearized fully-discrete schemes.

In each chapter, all our theoretical results are validated via one and two-dimensional

numerical examples.



 

 

 

 

साराांश 
           

 

 

 

भिन्नात्मक क्रम आांभशक अांतर समीकरण ां क  पूणाांक-क्रम आांभशक अांतर समीकरण ां के भिस्ताररत रूप में 

भिभित भकया जा सकता है, भिशेष रूप से कुछ िास्तभिक दुभिया की घटिाओां क  मॉडल करिे के भलए भडजाइि भकया 

गया है, ऐसी घटिाएँ भजन्हें पूणाांक-क्रम आांभशक अांतर समीकरण ां द्वारा अच्छी तरह से िभणित िही ां भकया जा सकता है। 

भिन्नात्मक क्रम आांभशक अांतर समीकरण ां के कुछ प्रभसद्ध उपय ग ां में भिसांगभत प्रसार प्रभक्रया, िग्न, प्रभतभक्रया के साथ 

स्विाभलत भियांिण प्रणाली, टर ैभिक मॉडल, जिसांख्या की गभतशीलता, आभद शाभमल हैं [9, 22, 31, 62]।  

इस थीभसस का उदे्दश्य से्कलर और कपल्ड समय-भिन्नात्मक अरेखीय प्रसार समीकरण ां के सांख्यात्मक हल ां क  

भिकालिा है।  हम पररभमत तत्व स्थाभिक असांततकरण के साथ कुशल सांख्यात्मक य जिाएँ भिकभसत करते हैं। समय 

के असांततकरण हम साभहत्य में भिद्यमाि भिन्नात्मक वु्यत्पन्न के भलए कई ल कभप्रय समीपता का उपय ग करते हैं। 

 इस थीभसस के एक महत्वपूणि य गदाि में एक िई भिकभसत असतत भिन्नात्मक ग्र ििॉल प्रकार की असमािताओां के 

सांदिि में एक प्राथभमक सीमा और अभिसरण अिुमाि स्थाभपत करिा शाभमल है। इस थीभसस में हम भिभिन्न िई और 

प्रिािी सांख्यात्मक य जिाओां की स्थापिा करके भिभिन्न समय के भिन्नात्मक अरेखीय से्कलर और कपल्ड प्रसार 

समीकरण ां क  हल करते हैं।   

 सबसे पहले हम समय-भिन्नात्मक अरेखीय प्रसार समीकरण क  हल करिे के भलए प्रथम-क्रम की सटीक गु्रन्वाल्ड-

लेटभिक ि-गैलेभकि ि पररभमत तत्व य जिा का प्रस्ताि करते हैं। एक असतत भिन्नात्मक ग्र ििॉल असमािता साभबत 

ह ती है और द ि ां मािदांड ां L2(Ω) और H1(Ω) में एक प्राथभमक सीमा और अभिसरण अिुमाि साभबत करिे के भलए 

प्रयुक्त भकया जाता है। आगे हम द  िए पूरी तरह से असतत य जिाओां क  कपल्ड समय-भिन्नात्मक अरेखीय प्रसार तांि 

के सांख्यात्मक समाधाि प्राप्त करिे के भलए प्रसु्तत करते हैं। 

प्रसु्तत य जिाओां के भलए एक प्राथभमक सीमा और एक प्राथभमक िुभट अिुमाि प्राप्त भकए जाते हैं। इसके अलािा हम 

समय-भिन्नात्मक अरेखीय प्रसार समीकरण पर पुिभिििार करते हैं और एक भिन्नात्मक क्रैं क-भिक लसि-गैलेभकि ि 



पररभमत तत्व य जिा की स्थापिा करते हैं भजसे भद्वतीय-क्रम सटीकता क  पुिप्रािप्त करिे के भलए जािा जाता है। पूरी 

तरह से असतत समाधाि के भलए िेलप सडिेस और अभिसरण पररणाम साभबत ह ते हैं। L1 के ऊपर फै्रक्शिल क्रैं क-

भिक लसि स्कीम के लाि के कारण हम कपल्ड समय-भिन्नात्मक अरेखीय प्रसार तांि क  भिर से देखते हैं और इस 

कपल्ड तांि क  हल करिे के भलए द  िए भद्वतीय-क्रम सटीक पूणि-भडस्क्राइस्ट य जिाओां का प्रस्ताि करते हैं। द ि ां 

य जिाओां के भलए िेलप सडिेस पररणाम और एक प्राथभमक िुभट अिुमाि L2(Ω) मािदांड में प्राप्त भकए जाते हैं। अांत 

में हम द  रैखखक पूणि-असतत य जिाओां क  प्रसु्तत करके समय-भिन्नात्मक अरेखीय देरी प्रसार समीकरण के 

सांख्यात्मक समाधाि का भिशे्लषण करते हैं।  

प्रते्यक अध्याय में हमारे सिी सैद्धाांभतक पररणाम एक और द -आयामी आकार उदाहरण ां के माध्यम से मान्य ह ते हैं। 
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