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ABSTRACT 

 

Snow is a porous material consisting of a complex interconnected network of sintered 

ice crystals. The underlying variations in ice volume fraction and microstructural fabric lead 

to large heterogeneity in macroscale mechanical properties and failure behaviour of snow. 

The present study develops a tomographic-image based approach to define the macroscale 

mechanical behaviour of snow using multiscale computational homogenization methods. 

Assuming linear elastic properties of ice and periodic boundary conditions, micro-finite 

element (FE) models built directly from the X-ray micro-computed tomography (CT) 

images were used to compute the effective orthotropic stiffness and compliance tensors for a 

wide range of snow densities and morphologies. The effective isotropic Young's moduli and 

Poisson ratios derived from these elasticity tensors compare quite well with previously 

published results thereby validating the numerical modelling approach adopted. The µCT 

image dataset also allowed to determine the degree of anisotropy and principle planes of 

orthotropic symmetry of microstructure by means of second-rank surface- and volume-based 

fabric tensors. The isotropic elasticity model based on ice volume fraction could explain 89% 

of the variability of the stiffness tensor computed by the µFE model with mean relative norm 

error of 43%. In contrast, the orthotropic elasticity model based on a second-rank fabric 

tensor and the volume fraction raised the adjusted coefficient of determination (𝑟𝑎𝑑𝑗
2 ) to 97% 

with mean relative norm error of 28%.  

Motivated by successful estimates of elastic properties, the study was extended to 

nonlinear µFE analysis for modelling of anisotropic strength properties and multiaxial failure 

criterion. A damage based elasto-plastic constitutive law with Drucker-Prager yield criteria is 



 x 

used for ice to account for the tension-compression asymmetry in macroscopic strength 

behaviour of snow. The nonlinear µFE models were subjected to 45-48 different load cases 

each up to failure. The simulations captured the macroscale tension-compression strength 

asymmetry as well as the anticipated effect of density and anisotropic fabric on the uniaxial 

strength behavior of snow. While the anisotropic failure strengths were found to be strongly 

correlated with corresponding elastic moduli, the failure strains were found to be independent 

of moduli and density. The µFE derived uniaxial and biaxial strength data were fitted with a 

Tsai-Wu type orthotropic failure surface in stress space and a strong relationship is 

demonstrated between volume fraction, fabric and multiaxial strength behaviour of snow. A 

minimal set of four constants and two exponents is identified for the description of multiaxial 

failure surface as a function of ice volume fraction and fabric. Neglecting fabric information 

and using an isotropic model based on only ice volume fraction yielded radj
2  of 0.89 with 

associated model norm error of 40.8%. Depending on fabric measure used, the fabric-based 

orthotropic strength model provided radj
2  of 0.95 and norm error in the range of 27-28%. The 

predictions of fabric based strength models are not only consistent with experimental data 

from the literature but also extend the current knowledge of failure behaviour to multiaxial 

load cases that can hardly be realized in a laboratory experiment.  
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संछिप्त वििरण 

हिम एक छिहिल पदार्थ िै जो कक बर्थ  के छिसहदत किस्टल्स द्वारा बिा एक ममश्रित 

और जहटल जालतन्त्र िै। बर्थ  के अशं्खडं और सूिम संरचिा रै्ब्रिक में अन्त्तछिथहित बदलाव, 

हिम के स्र्ूल यांब्ररक गुणों तर्ा रे्मलयर व्यविार में बड़ी ववषमता का मूल कारण बिते िैं। 

वर्तमान अध्ययन हिम के मैक्रो-स्केल याांत्रिक व्यविार को पररभाषिर् करने के ललए एक 

टोमोग्राफिक-छषव आधाररर् दृष्टटकोण षवकलिर् करर्ा िै ष्ििमे मष्टटस्केल कम्प्यूटेशनल 

िोमोिेनाइिेशन षवधधयों का उपयोग फकया गया िै। बित  के िू्म ्रत्यास्थ  गणणों रर 

पीररयाडडक बाउंड्री कंडीशंस को मानर्े िणए, हिम के िू्म-पररलमर् एमलमेंट (µFE) मॉडल का 

छिमाथण एक्ि-रे माइक्रो-कां ्यूटेड टोमोग्रािी (µCT) छषवयों से सीधे ककया गया िै रर इिका 

उपयोग एक ववस्ततृ हिम घन्व रर आकाररकी के सैंपल श्रांखला की ्रतभावी ऑथ ोट्रोषपक 

प्रत्यास्र्ता रर कंप्लायंस टेंिरों की गणना के ललए फकया गया। इन प्रत्यास्र्ता टेंिित िे 

्रता्र् ्रतभावी आइिोट्रोषपक यंग'स मोडणली रर पॉइिन अनणपार् पिले के िाथ  ्रतकालशर् 

परीणामो के िाथ  कािी अच्छी र्रि िे मेल करर्े िैं, ष्िििे वर्तमान  अध््यन मे उपयोग 

फकये गये िांख्या्मक मॉडललांग दृष्टटकोण को मान्यर्ा लमटर्ी िै। द्षवर्य रैंक के िर्ि- रर 

आयर्न-आधाररर् िेत्रिक टेंिित, µCT छषव डटेािेट के स्रक्चरल एननिोट्रॉपी का पररमाण 

रर माइक्रोस्ट्रक्चर के वप्रमंसपल प्लेन्त्स ऑफ़ ऑर्ोरोवपक मसममरी का छिधाथरण भी सुछिश्श्चत 

करते िै। 43% की माध्य िापेक्ष रहुटमाि के िाथ , बर्थ  अशं्खडं पर आधाररर् आइिोट्रोषपक 

्रत्यास्थ  मॉडल, μFE मॉडल द्वारा आंकमलत प्रत्यास्र्ता की पररवर्तनशीलर्ा की 89% र्क  

व्याख्या कर िकर्ा िै। इिके षवपरीर्, बर्थ  अशं्खडं रर दिूरी रैंक के िैत्रिक् टेंिर पर 

आधाररर् ऑथ ोट्रोषपक ्रत्यास्थ  मॉडल ने 28% की रिर् िापेक्ष िणहट के िाथ  िमायोष्िर् 

गणणाांक (r2adj) को 97% र्क बढ़ा हदया। 

्रत्यास्थ  गणणों के ििल अनणमानों िे ्रतेररर् िोकर, अध्ययन को नोनलीननअर μFE 

षवश्लेिण िे एनीिोट्रोषपक िामर्थयत गणणों रर मल्टीएश्क्सअल रे्मलयर िाइटेररया की 



 xii 

मॉडललांग के ललए आगे बढाया गया। हिम के मिैोस्कोवपक टेंशि-कम्प्प्रेशि अिमलमर्र्ा को 

संज्ञाि में लेते िुए, बित  के मलए ड्रकर-्रतेिर यीटड मानदांड के िाथ  एक डमैेज आधाररर् 

इलास्टो-्लाष्स्टक कोंस्टीटूहटव छियम का उपयोग फकया गया। ्रत्येक नोनललननअर μFE 

मॉडल का अध्यि 45-48 षवलभन्न लोड केससे के ललए िेललअर तक ककया गया। 

मसम्प्युलेशन्त्स ने मैिोस्कोवपक टेंशि-कम्प्प्रेशि अिमलमर्र्ा के िाथ -िाथ  सामर्थयथ गुणों पर 

हिम घन्व के ्रत्यालशर् ्रतभाव को भललभाांनर् पकडा। जिााँ एक तरर् अननिोट्रोषपक िेललअर 

स्ट्रेंथ  िांबांधधर् ्रत्यास्थ  मोडणली के िाथ  दृढर्ा िे िििांबद्ध पाई गई, िेललअर स्रेि, ्रत्यास्थ  

मोडणली रर घन्व िे स्वर्ांि पाये गये। μFE मॉडल िे व्यण्पन्न एकाक्षीय रर द्षवअक्षीय 

स्ट्रेंथ  डटेा को स्रेस स्पेस में Tsai-Wu टाइप ओथ ोट्रोषपक िेललअर िर्ि के िाथ  फिट फकय 

गया रर बित  के आयर्न अांश, िेत्रिक रर बिणअक्षीयस्ट्रेंथ  व्यविार के बीच मिबूर् िम्पबांध 

्रतदलशतर् फकया गया। बित  की मािा-अांश रर िेत्रिक के रूप में मल्टीएश्क्सअल िेललअर िर्ि 

के वणतन के ललए चार ष्स्थ राांक रर दो घार्ाांक का न्यूनर्म िेट पिचाना गया। िेत्रिक की 

िानकारी की उपेक्षा करर्े िणए रर केवल आइि वॉटयूम अांश के आधार पर एक 

आइिोट्रोषपक मॉडल का उपयोग करके r2adj का मान 0.89 ्रता्र् िणआ ष्ििमे िांबांधधर् 

मॉडल मानक िणहट 40.8% थ ी। उपयोग फकए गए िेत्रिक के माप के आधार पर, िेत्रिक-

आधाररर् ऑथ ोट्रोषपक स्ट्रेंथ  मॉडल िे r2adj का मान 0.95 ्रता्र् िणआ रर इिमे मानक िणहट 

की िीमा 27-28% थ ी। िेत्रिक आधाररर् स्ट्रेंथ   मॉडल की भषवटयवाणणयाां न केवल 

्रतयोगा्मक डटेा (िोफक ललटे्रचर ्िे ललया गया िै) के अनणरूप िैं बष्टक  िेललअर व्यविार के 

मौिूदा ज्ञान को भी बिुअक्षीय लोड अवस्थ ाओ र्क षवस्र्ाररर् करर्े िैं ष्िन्िें ्रतयोगशाला 

्रतयोग में शायद िी ररयलाइज्ड फकया िा िकर्ा िै। 
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