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Abstract

In this work, we develop fast, accurate, numerically stable and scalable parallel algo-

rithms for the solution of diagonally dominant linear systems. Solving these linear sys-

tems Ax = f is central to the field of scientific and engineering computations. We give

a WZ factorization for the solution of dense diagonally dominant nonsingular linear sys-

tems. The existence of the factorization is given. The backward error analysis of the WZ

factorization method is given and numerical stability of the method is established.

The WZ factorization for the diagonally dominant tridiagonal coefficient matrix is given.

Existence of the factorization is proved for diagonally dominant nonsingular matrices.

A parallel algorithm for the solution of diagonally dominant tridiagonal linear systems

based on the given WZ factorization, with a small modification, is developed using divide

and conquer technique. The coefficient matrix is partitioned into r blocks along the main

diagonal and all partitions are related to each other with one coupling variable. A reduced

system of order 2r is constructed from the coupling variables of each partition. Solu-

tion of the original linear system depends on the solution of reduced system. It has been

proved that the reduced system has the same properties, like nonsingularity, tridiagonal

structure and diagonally dominance, as that of the original linear system which ensures

the existence of solution of the reduced system. The backward error analysis of the par-

allel algorithm is given and numerical stability is proved. The idea used for tridiagonal

linear systems is extended to the diagonally dominant narrow banded coefficient matrix

of order N with semibandwidth β (β � N).

The block WZ factorization for the block tridiagonal toeplitz-block-toeplitz (TBT) coef-

ficient matrix A is given. The coefficient matrix is decomposed as A = At +S, such that

v



vi ABSTRACT

At =WtZt , where the factors Wt and Zt are block tridiagonal and are constructed from the

block W and Z factors of A , and S is a block matrix with only seven non-zero block en-

tries concentrated on the middle. A direct parallel block WZ algorithm, named DPBWZA,

for the solution of block tridiagonal TBT linear system A x= f is constructed based on the

splitting and the block WZ factorization using divide and conquer technique. Existence

of the block WZ factorization of the coefficient matrix A is proved for block diagonally

dominant matrices. The backward error analysis of the parallel algorithm DPBWZA is

presented and numerical stability is established.

A Parallel Algorithm, named PBWZA, for the solution of strictly diagonally dominant

block tridiagonal linear systems is designed. The linear system is partitioned along the

main diagonal and in each partition, a sequential iterative scheme is used simultaneously.

Thus, an iterative scheme is developed for the parallel solution of block tridiagonal linear

systems. Convergence of the iterative scheme given for parallel algorithm is assured for

strictly diagonally dominant block tridiagonal linear systems.

An incomplete WZ factorization (IWZ factorization) for the diagonally dominant banded

sparse matrix is given. A hybrid parallel algorithm, called Incomplete WZ Parallel Solver

(IWZPS), for the solution of large sparse linear systems is constructed. The sparse linear

system Ax = f is first reordered to form a narrow banded linear system which is sparse

within the band. The reordered system is then partitioned and the given IWZ factorization

with some modification is used to develop the parallel algorithm. The solution obtained

is refined using outer iterations of a krylov subspace method.

All the above parallel algorithms are implemented.



सार 
 

इस काम में,  हम तेज़,  सटीक,  सखं्यात्मक रूप से िःथर और ःकेलेबल समानांतर एल्गोिरदम 

िवकिसत करते हैं|  ितरछे ूमखु रेखीय ूणािलयों के समाधान के िलए इन रेखीय ूणािलयों को हल 

करना  Ax=f वैज्ञािनक और इंजीिनयिरंग कम्प्यटेूशंस के के्षऽ में कें िीय है। हम देते हैं  घने ितरछे 

नॉनिसगं्युलर रेखीय ूणािलयों के समाधान के िलए एक WZ कारक फिकर् कीकरण का अिःतत्व िदया 
जाता है। WZ  की िपछली ऽुिट िवशे्लषण  फैक्टिरकी पद्धित दी जाती है और िविध की सखं्यात्मक 

िःथरता की ःथापना की जाती है।  
 

ितरछे िऽनोगोनात्मक गणुांक मिैशक्स के िलए वाडडब्ल्यूजे का कारक िदया जाता है।फ़ैिक्टकेशन का 
अिःतत्व ितरछे ूभावशाली नॉनसगं्यलूर मिैशक्स के िलए िसद्ध है।  ितरंगी ूमखु िऽदोगोल रैिखक 

ूणािलयों के समाधान के िलए एक समानांतर एल्गोिरथ्म  िदए गए डब्ल्यूडब्ल्यू फैक्टिरकेशन के 

आधार पर, छोटे सशंोधन के साथ, िडवाइड का उपयोग करके िवकिसत िकया गया है और तकनीक को 
जीत गणुांक मिैशक्स को मखु्य ब्लॉकों में िवभािजत िकया जाता है  िवकणर् और सभी िवभाजन एक 

युग्मन वेिरएबल के साथ एक दसूरे से सबंंिधत हैं। एक कम ऑडर्र 2r की व्यवःथा ूत्येक िवभाजन 

के युग्मन वैिरएबल से बनाई गई है। उपाय मलू रेखीय ूणाली का कम ूणाली के समाधान पर िनभर्र 
करता है। यह िकया गया है| यह सािबत करता है िक कम ूणाली में एक समान गणु होते हैं, जसेै 

िकअलकंरण,  िऽदेगोनाल  सरंचना और ितरछे ूभतु्व,  जो िक मलू रैिखक ूणाली के मतुािबक 

सिुनिश्चत करता है|  कम ूणाली के समाधान के अिःतत्व समानांतर के िपछड़े ऽिुट िवशे्लषण 

एल्गोिरथ्म िदया जाता है और सखं्यात्मक िःथरता सािबत होती है। िऽदेगोनाल के िलए इःतेमाल 

िकया जाने वाला िवचार  रेखीय ूणाली को ितरछे ूभावी सकंीणर् बैंडेड गणुांक मिैशक्स तक बढ़ाया 
जाता है सेमबैंडिवड्थ  β (β << N). 
 

ब्लॉक िऽदेगोनाल टीबीटी गणुांक के िलए ब्लॉक डब्ल्यूजेड कारक कारक  मिैशक्स ए िदया जाता है 

गणुांक मिैशक्स को ए = ए + एस के रूप में िवघिटत िकया जाता है;  ऐसा है िक= WtZt  पर; जहां 
कारकों Wt और Zt  ब्लॉक िऽनोगोनात्मक हैं और से िनमार्ण कर रहे हैं| ए के ब्लॉक डब्ल्यू और जेड 

कारक; और एस केवल सात गरै शून्य ब्लॉक ूिविष्टयों के साथ एक ब्लॉक मिैशक्स है| बीच पर कें िित 

एक ूत्यक्ष समानांतर ब्लॉक डब्ल्यपूी एल्गोिरथ्म,  िजसका नाम डीपीबीडब्ल्यूएजीए है,  ब्लॉक 

िऽदेगोनाल टीबीटी रैिखक ूणाली के समाधान के िलए एक्स = एफ पर आधािरत है|  िवभािजत और 
तकनीक को जीतने और जीतने के िलए ब्लॉक WZ फॉक्मेक्चिरंग। अिःतत्व गणुांक मिैशक्स ए के 

ब्लॉक डब्ल्यजेूड फॉक्क्साइजेशन के ब्लॉक ितरछे के िलए सािबत होता है I ूमखु मिैशक्स समानांतर 
एल्गोिरथम DPBWZA के िपछड़े ऽिुट िवशे्लषण है| 
 

ूःतुत और सखं्यात्मक िःथरता की ःथापना की है|  एक समानांतर एल्गोिरथ्म,  िजसका नाम 

पीबीडब्ल्यूएजीए (PBWZA)  है,  सख्ती से ितरछे ूभावशाली के समाधान के िलए  ब्लॉक िऽदोगोल 



रैिखक िसःटम तैयार िकया गया है। रेखीय ूणाली को साथ में िवभािजत िकया गया है|  मखु्य 

िवकणर् और ूत्येक िवभाजन में, अनुबिमक पुनयोर्जी योजना का उपयोग एक साथ िकया जाता है 
इस ूकार, एक िटकाऊ योजना ब्लॉक िऽदोगोल रैिखक के समानांतर समाधान के िलए िवकिसत की 
गई है|  िसःटम समानांतर एल्गोिरथम के िलए िदया जाने वाली पुनराविृत्त योजना के अिभसरण के 

िलए आश्वासन िदया गया है|  सख्ती से ितरका हुआ ूमखु ब्लॉक िऽदोगोल रैिखक ूणाली  ितरछे 

ूभावी बैंिडंग के िलए एक अधूरे डब्ल्यूडब्ल्यू फैक्टिरकेशन (आईडब्ल्यूजेड कारिककी)  िवरल मिैशक्स 

िदया जाता है। एक हाइिॄड समानांतर एल्गोिरथ्म,  िजसे अपिरवेट्ड डब्लपूी समांतर सॉलवर कहा 
जाता है| 
 

(IWZPS), बड़े िवरल रेखीय ूणािलयों के समाधान के िलए बनाया गया है। िवरल रैिखक ूणाली Ax = 
f को पहले एक सकंीणर् बैंडेड रेखीय ूणाली बनाने के िलए पनु: बमबद्ध िकया जाता है जो िवरल होता 
है| बैंड के भीतर िफर से बमबद्ध िसःटम का िवभाजन िकया जाता है और िदए गए IWZ गणुक  कुछ 

सशंोधनों के साथ समानांतर एल्गोिरथम को िवकिसत करने के िलए उपयोग िकया जाता है। 
समाधान ूाप्त िकया| एक िब्लॉव सबःपेस िविध के बाहरी पनुराविृत्तयों का उपयोग करके पिरंकृत 

िकया जाता है| 
 

सभी उपरोक्त समानांतर एल्गोिरदम कायार्िन्वत हैं। 
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= Ŷ (p)
tred

. . . . . . . 178

5.4.5 Error in solving the block linear system A (p)X (p)
c = v(p) . . . . . 182

5.5 Numerical experiments and discussion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 183

5.6 Conclusions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 189



x CONTENTS

6 Parallel Iterative GPU Solution for Block Tridiagonal Linear Systems 191
6.1 Iterative scheme for sequential case . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 193

6.1.1 The splitting of matrix A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 194

6.1.2 The iterative scheme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 195

6.1.3 Convergence analysis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 196

6.2 Parallel algorithm PBWZA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 199

6.2.1 The parallel splitting of matrix A . . . . . . . . . . . . . . . . . 201

6.2.2 The parallel iterative scheme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 203

6.2.3 Convergence analysis of parallel iterative scheme . . . . . . . . . 205

6.3 Numerical experiments and discussion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 206

6.4 Conclusions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 212

7 Parallel Hybrid Algorithm for Large Sparse Linear Systems 215
7.1 The method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 217

7.1.1 Reordering of the linear system . . . . . . . . . . . . . . . . . . 217

7.1.2 Partitioning of the linear system . . . . . . . . . . . . . . . . . . 217

7.1.3 WZ factorization of the sparse matrix . . . . . . . . . . . . . . . 218

7.1.4 Construction of IWZPS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 223

7.1.5 The IWZPS algorithm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 225

7.2 Numerical experiments and discussion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 226

7.3 Conclusions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 231

References 233

Bio-Data 249



List of Figures

3.1 Time in seconds for parallel WZ algorithm against different number of

processors in solving tridiagonal diagonally dominant linear system for

different problem sizes. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103

3.2 Time in seconds for the Truncated SPIKE algorithm against different

number of processors in solving tridiagonal diagonally dominant linear

system for different problem sizes. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103

3.3 Time in seconds for parallel WZ algorithm and for the Truncated SPIKE

algorithm against different number of processors in solving tridiagonal

diagonally dominant linear system for different problem sizes. . . . . . . 104

4.1 Partitioning of the matrix A,x and f for r = 4. . . . . . . . . . . . . . . . 110

4.2 Speedup of the parallel WZ algorithm over ScaLAPACK for diagonally

dominant banded linear system of order 720,000 with varying bandwidths

using 32 processors. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146

4.3 Speedup of the parallel WZ algorithm over ScaLAPACK for diagonally

dominant banded linear systems of varying orders with bandwidth 121

with increasing number of processors. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149

4.4 Execution times of “solve”(on left) and “factorization”(on right) stages

of the parallel WZ algorithm and ScaLAPACK for diagonally dominant

banded linear systems of order N = 1,884,960 with bandwidth 441 with

increasing number of processors. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149

xi



xii LIST OF FIGURES

5.1 Execution times of the parallel algorithm DPBWZA over cuSolverSP for

block tridiagonal toeplitz-block-toeplitz linear systems of various orders

N with fixed block size q. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 187

5.2 Execution times of the parallel algorithm DPBWZA over cuSolverSP for

block tridiagonal toeplitz-block-toeplitz linear systems of fixed order N

with varying block size q. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 187

5.3 Speedup of the parallel algorithm DPBWZA over cuSolverSP for block

tridiagonal toeplitz-block-toeplitz linear systems of various orders N with

fixed block size q. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 188

5.4 Speedup of the parallel algorithm DPBWZA over cuSolverSP for block

tridiagonal toeplitz-block-toeplitz linear systems of fixed order N with

varying block size q. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 188

6.1 Execution times of the parallel algorithm PBWZA and cuSolverSP for

solving block tridiagonal linear system of fixed order N with varying

block size q on GPU. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 211

6.2 Execution times of the parallel algorithm PBWZA and cuSolverSP for

solving block tridiagonal linear system of fixed block size q with varying

order N on GPU. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 211

6.3 Speedup of the parallel algorithm PBWZA over cuSolverSP for block

tridiagonal linear systems of (a) fixed problem size N with varying block

size q and (b) fixed block size q with varying problem size N. . . . . . . . 212

7.1 Speedup of IWZPS, DDPS and MUMPS against different number of pro-

cessors for different linear systems. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 231



List of Tables

2.1 Comparison of theoretical and experimental error bounds on the solution

of Ax = f . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

3.1 Complexity of the WZ algorithm. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

3.2 Complexity of the Truncated SPIKE algorithm. . . . . . . . . . . . . . . 73

3.3 Execution times of the parallel WZ algorithm and the Truncated SPIKE

algorithm, SPIKE-TA, for solving nonsingular diagonally dominant tridi-

agonal linear systems of varying orders N with different number of pro-

cessors. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

3.4 Execution times of the parallel WZ algorithm and the Truncated SPIKE

algorithm, SPIKE-TA, for solving nonsingular diagonally dominant tridi-

agonal linear systems of varying orders N with different number of pro-

cessors. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

4.1 Execution times and speed improvements of the parallel WZ algorithm

versus ScaLAPACK for diagonally dominant banded linear system of or-

der N = 720,000 on 32 processors. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145

4.2 Speed improvements of the parallel WZ algorithm over ScaLAPACK for

diagonally dominant banded linear systems of varying orders N and band-

width 121 with increasing number of processors r. . . . . . . . . . . . . . 148

4.3 Execution times of the parallel WZ algorithm and ScaLAPACK for diag-

onally dominant banded linear system of order N = 1,884,960 and band-

width 441 with increasing number of processors r. . . . . . . . . . . . . . 148

xiii



xiv LIST OF TABLES

5.1 Hardware Specifications. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 185

5.2 Speed improvements of the Direct Parallel Block WZ Algorithm, DPB-

WZA, over cuSolverSP for solving block tridiagonal toeplitz-block-toeplitz

linear systems of varying orders N and block size q on GPU. . . . . . . . 186

5.3 Normwise forward and backward errors for the Direct Parallel Bloack WZ

Algorithm, DPBWZA, and cuSolverSP. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 188

6.1 Hardware Specifications. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 207

6.2 Speed improvements of the Parallel Block WZ Algorithm, PBWZA, over

cuSolverSP for solving block tridiagonal linear systems of varying orders

N and block size q on GPU. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 209

6.3 Normwise forward and backward errors for the Parallel Block WZ Algo-

rithm, PBWZA, and cuSolverSP. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 210

7.1 Linear systems from the University of Florida sparse matrix collection. N

and nnz denote the order and the number of nonzeros of the matrix. . . . . 229

7.2 Execution times of the Incomplete WZ Parallel Solver, IWZPS, and PAR-

DISO using one core. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 229

7.3 Execution times of the Domain Decomposition Parallel Solver, DDPS,

and PARDISO using one core. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 229

7.4 Execution times of MUltifrontal Massively Parallel sparse direct Solver,

MUMPS, and PARDISO using one core. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 230

7.5 Number of outer BiCGStab iterations for the Incomplete WZ Parallel

Solver, IWZPS, and ILUPACK. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 230

7.6 Number of outer BiCGStab iterations for the Domain Decomposition Par-

allel Solver and ILUPACK. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 230



List of Symbols

Symbol Meaning

A,B,C represent matrices

A , At ,Wt ,Zt ,S represent block matrices

q size of each block

W represents factored matrix W

Z represents factored matrix Z

x,xt ,xc, f represent vectors

xi, fi represent subvectors

n,N represent order of linear system

β semibandwidth of banded matrix
(p) superscript represents pth partition
T superscript represents the transpose

κ represents condition number

g largest element in magnitude of a matrix

TBT Toeplitz-Block-Toeplitz matrix

u unit roundoff of the machine

b base of the machine

t precision
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