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Abstract

Inverse problems has numerous important applications in science and industry, which

is responsible for its growth in the last few decades. We have proposed high order compact

filter as a regularization method for solving some inverse problems which are ill-posed. In

this method, we do not have to go back and forth each time between physical and Fourier

domain, unlike other filtering methods. We have considered the inverse problem in the

field of heat transfer, which is classified into three types: determination of the initial state

of the system, determination of the boundary conditions, and identification of the physical

parameters or source term identification. We discuss the numerical implementation of the

compact filter regularization method to obtain a stable solution for inverse problems one

of each type. The problems include homogeneous and non-homogeneous backward heat

conduction problems, sideways heat equation, and source term identification problem.

The advantage of using high order compact filter regularization method is:

• The proposed method is easy to implement and more efficient as all the computa-

tions are done in the physical domain only.

• Compact filters are smooth filter that is preferred as compared to a sharp filter.

We have also provided the error estimates for the exact and regularized solution for these

problems. Some numerical experiments are done to validate the efficiency and accuracy

of the proposed method. We applied fourth-order compact difference approximation for

the second derivative, which proves to have better resolution ability as compared to a

standard finite difference approximation.
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vi Abstract

Nonetheless, the proposed high order compact filter regularization method is very

convenient and works well to stably solve inverse problems on flat geometries, we do not

know how to apply them for inverse problems defined on complex geometries or graph

structure. To solve inverse problems on the graph structure, we have proposed spectral

graph wavelet (SGW) as a regularization method. The concept of spectral graph wavelet

is based on the graph Laplacian and its construction is done in the spectral graph domain.

In order to validate the applicability of the spectral graph wavelet-based method on

a graph, we have initially solved some direct problems. A fast adaptive spectral graph

wavelet is developed to solve some PDEs on graph (network-like structures). In the

proposed method, SGW serves the following purposes:

• The same matrix is used for the numerical approximation of the graph laplacian as

well as for the construction of spectral graph wavelet.

• Wavelet coefficients are used as an indicator function to guide the refinement of the

node arrangement which leads to the generation of an adaptive grid.

The proposed method is first applied to solve linear parabolic PDEs on two different

graphs. The stability analysis of the proposed method is derived which shows that the

method is unconditionally stable. To consider a more general and real-world problem,

water wave propagation in open channel networks is analyzed. This problem can be

mathematically modeled as Burgers’ equation (parabolic PDE having non-linear advec-

tion term) on a star-shaped connected graph. The numerical illustrations show that the

method accurately captures the emergence of the localized patterns at all the scales, in-

cluding the junction of the network, and the node arrangement is accordingly adapted.

The convergence of the given method is verified, and the efficiency is discussed in terms

of CPU time.

Finally, we have proposed the spectral graph wavelet regularization for inverse prob-

lems defined on the graph structure. In order to have an efficient solution, we have also

used SGW for adaptivity. The numerical implementation of the spectral graph wavelet-

based method is discussed mainly to solve the backward heat conduction problem on a

graph arising from regular one-dimensional and two-dimensional mesh. Moreover, the



vii

error estimate between the exact and wavelet regularized solution is derived. Numerical

results show that we can obtain a stable and efficient solution using the adaptive spectral

graph wavelet regularization method.



सार 

 

 

    इनवर्स प्रोबे्लम्स का ववज्ञान और उद्योग में कई महत्वपूर्स अनुप्रयोग हैं, जो वपछले कुछ दशकोों में इर्की वृद्धि 

के वलए वजमे्मदार है। हमने कुछ इनवर्स प्रोबे्लम्स को हल करने के वलए एक वनयवमतीकरर् वववि के रूप में उच्च 

क्रम वाले कॉमै्पक्ट व़िल्टर का प्रस्ताव वकया है जो इल पोस्ड हैं।  इर् पिवत में, हमें भौवतक और फूररयर डोमेन 

के बीच, अन्य व़िल्टररोंग वववियोों के ववपरीत, हर बार पीछे नही ों जाना पड़ता है। हमने गमी हस्ताोंतरर् के के्षत्र में 

वु्यत्क्रम र्मस्या पर ववचार वकया है, वजरे् तीन प्रकारोों में वगीकृत वकया गया है: प्रर्ाली की प्रारों वभक द्धस्िवत का 

वनिासरर्, र्ीमा की द्धस्िवत का वनिासरर्, और भौवतक मापदोंडोों या स्रोत शब्द की पहचान की पहचान। हम प्रते्यक 

प्रकार के इनवर्स प्रोबे्लम्स के वलए एक द्धस्िर र्मािान प्राप्त करने के वलए कॉमै्पक्ट वफल्टर वनयवमतीकरर् वववि 

के र्ोंख्यात्मक कायासन्वयन पर चचास करते हैं| र्मस्याओों में र्मरूप और गैर-र्जातीय  बैकवडस  हीट कों डक्शन 

र्मस्याओों, र्ाइडवेज़ हीट र्मीकरर् और स्रोत शब्द पहचान र्मस्या शावमल हैं। उच्च क्रम कॉमै्पक्ट व़िल्टर 

वनयवमवतकरर् वववि का उपयोग करने का लाभ यह है: 

 

• प्रस्ताववत वववि को लागू करना आर्ान है और अविक कुशल है क्ोोंवक र्भी गर्ना केवल भौवतक डोमेन 

में की जाती हैं। 

• र्घन वफल्टर्स की तुलना में कॉमे्पक्ट वफल्टर्स सू्मि वफल्टर होते हैं। 

 

 हमने इन र्मस्याओों के र्टीक और वनयवमत र्मािान के वलए तु्रवट अनुमान भी प्रदान वकया है। प्रस्ताववत वववि 

की दक्षता और र्टीकता को मान्य करने के वलए कुछ र्ोंख्यात्मक प्रयोग वकए जाते हैं। हमने दूर्रे वु्यत्पन्न  के वलए 

चौिे क्रम के कॉमै्पक्ट अोंतर र्वन्नकटन को लागू वकया, जो एक मानक पररवमत अोंतर र्वन्नकटन की तुलना में 

बेहतर ररज़ॉलू्यशन क्षमता है। 

    बहरहाल, प्रस्ताववत उच्च क्रम कॉमै्पक्ट व़िल्टर वनयवमतीकरर् वववि बहुत रु्वविाजनक है और फै्लट 

ज्यावमतीयोों पर इनवर्स प्रोबे्लम्स को हल करने के वलए अच्छी तरह रे् काम करती है, हम नही ों जानते वक उन्हें 

जवटल ज्यावमतीय या ग्राफ र्ोंरचना पर पररभावित इनवर्स प्रोबे्लम्स के वलए कैरे् लागू वकया जाए। ग्राफ र्ोंरचना 

पर इनवर्स प्रोबे्लम्स को हल करने के वलए, हमने एक वनयवमतीकरर् वववि के रूप में वर्सक्रमीय ग्राफ वेवलेट 

(SGW) का प्रस्ताव वकया है। वर्सक्रमीय ग्रा़ि वेवलेट की अविारर्ा ग्राफ लाप्लावर्यन पर आिाररत है और 

इर्का वनमासर् दशसक में वकया जाता है। 

   ग्रा़ि पर वर्सक्रमीय ग्रा़ि वेवलेट-आिाररत पिवत की प्रयोज्यता को मान्य करने के वलए, हमने शुरू में कुछ 

प्रत्यक्ष र्मस्याओों को हल वकया है। एक तेज़ अनुकूली वर्सक्रमीय ग्रा़ि वेवलेट को कुछ PDEs को ग्राफ (नेटवकस  

जैर्ी र्ोंरचनाओों) को हल करने के वलए ववकवर्त वकया जाता है। प्रस्ताववत वववि में, SGW वनम्नवलद्धित उदे्दश्ोों 

को पूरा करता है: 

 

• उर्ी मैवटिक्स का उपयोग ग्राफ लैपवलयन के र्ोंख्यात्मक अनुमान के र्ाि-र्ाि वर्सक्रमीय ग्राफ वेवलेट 

के वनमासर् के वलए वकया जाता है। 

• वेवलेट गुर्ाोंक को नोड व्यवस्िा के शोिन के वलए एक र्ोंकेतक ़िों क्शन के रूप में उपयोग वकया 

जाता है जो एक अनुकूली वग्रड की पीढी की ओर जाता है। 

 



प्रस्ताववत वववि को पहले दो अलग-अलग रेिाोंकन पर रैद्धिक परवलवयक PDEs के र्मािान के वलए लागू 

वकया जाता है। प्रस्ताववत वववि का द्धस्िरता ववशे्लिर् वु्यत्पन्न है जो दशासता है वक वववि वबना शतस के द्धस्िर है। 

अविक र्ामान्य और वास्तववक दुवनया की र्मस्या पर ववचार करने के वलए, िुले चैनल नेटवकस  में जल तरोंग 

प्रर्ार का ववशे्लिर् वकया जाता है। यह र्मस्या गवर्तीय रूप रे् एक स्टार-आकार रे् जुडे़ ग्राफ पर बगसर के 

र्मीकरर् (पैराबोवलक PDE गैर-रेिीय र्ोंचलन अववि वाले) के रूप में तैयार की जा र्कती है। र्ोंख्यात्मक 

वचत्रर् रे् पता चलता है वक वववि नेटवकस  के जोंक्शन र्वहत र्भी पैमानोों पर स्िानीयकृत पैटनस के उद्भव को 

र्टीक रूप रे् पकड़ती है, और नोड व्यवस्िा तदनुर्ार अनुकूवलत होती है। दी गई वववि के अवभर्रर् को 

र्त्यावपत वकया गया है, और CPU र्मय के र्ोंदभस में दक्षता पर चचास की गई है। 

    अोंत में, हमने ग्रा़ि र्ोंरचना पर पररभावित के वलए वर्सक्रमीय ग्राफ तरों वगका वनयवमतीकरर् का प्रस्ताव वदया 

है। कुशल र्मािान करने के वलए, हमने अनुकूलन के वलए SGW का भी उपयोग वकया है। वर्सक्रमीय ग्रा़ि 

वेवलेट-आिाररत पिवत का र्ोंख्यात्मक कायासन्वयन मुख्य रूप रे् वनयवमत एक-आयामी और दो-आयामी जाल 

रे् उत्पन्न होने वाले ग्राफ पर बैकवडस  हीट कों डक्शन र्मस्या को हल करने के वलए चचास की गई है। इर्के 

अलावा, र्टीक और तरों वगका वनयवमत र्मािान के बीच तु्रवट का अनुमान है। र्ोंख्यात्मक पररर्ाम बताते हैं वक 

हम अनुकूली वर्सक्रमीय ग्राफ वेवलेट वनयवमतीकरर् वववि का उपयोग करके एक द्धस्िर और कुशल र्मािान 

प्राप्त कर र्कते हैं। 
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