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Abstract

Let R denotes a finite commutative ring. A polynomial f(x) ∈ R[x] is said to be a

permutation polynomial over Fq if the associated polynomial function f : c → f(c)

from R into R is a permutation of R. This thesis is dedicated to the study of

specific types of permutation polynomials over finite fields and finite group rings.

Permutation polynomials have various applications in distinct areas of mathematics.

We are mainly concerned with the question that given f(x) ∈ S[x] where S can

be a finite field or finite group ring, when does the mapping x → f(x) induce a

permutation on S?

In this thesis, we study permutation trinomials over Fq3 of the form f(x) =

xd +L(xs) by choosing some suitable integers d, s and a linearized polynomial L(x)

i.e. A polynomial for which exponents of all constituent monomials are powers of

q and coefficients come from some extension field of the finite field of order q. In

general, it is difficult to study permutation trinomials over Fq3 . In fact, it can be

seen in the literature that the coefficients of most of the so far known permutation

trinomials are all 1. For d = 1 and for different linearized polynomials L(x), we give

explicit conditions on the coefficients of these polynomials to become permutation

polynomials. More precisely, we propose three new classes of permutation trinomials

over Fq3 in chapter 3. Among these classes, the first two classes are x+Axq2−q+1 +

xq2+q−1(Theorem 3.4.1) and x + Axq3−q2+q + xq2+q−1(Theorem 3.4.2), q even and

the third class is x + Axq2−q+1 + A2xq2(Theorem 3.5.1), q odd. We also prove a

conjecture given by [13] as a particular case of our results.

In this thesis, we also investigate permutation behavior of polynomials over Fp2m

of the form (xpm − x + δ)s + L(x) and (xpm − x + δ)s1 + (xpm − x + δ)s2 + L(x),

where L(x) is a linearized polynomial. More precisely, using a method based on

criterion given by Akbary et. al. (AGW Criterion) and by determining the number

of solutions of certain lower degree equations in a subset of Fp2m , three classes of

permutation polynomials of the form (xpm −x+ δ)s+L(x)(Theorem 4.2.1, Theorem

4.2.4 and Theorem 4.2.5) and three classes of permutation polynomials of the form

(xpm −x+δ)s1 +(xpm −x+δ)s2 +L(x) (Theorem 4.2.2, Theorem 4.2.3 and Theorem

4.2.6) over the finite field Fp2m are given, where p = 3 or p = 5, L(x) = axpm + ax

v



vi Abstract

and a ∈ F∗
pm .

Also, we further extended the study of permutation behavior of polynomials

of same form and propose seven classes of permutation polynomials of the form

(xpm − x+ δ)s + L(x)(Theorem 5.2.1) and (xpm − x+ δ)s1 + (xpm − x+ δ)s2 + L(x)

(Theorem 5.3.1, Theorem 5.3.2, Theorem 5.3.3, Theorem 5.3.4, Theorem 5.3.5 and

Theorem 5.3.6) over Fp2m , where L(x) = x and p = 5. Determination of number of

solutions of some lower degree equations in a subset of Fp2m plays a key role in our

constructions.

Further, permutation polynomials over R have many applications in cryptogra-

phy and coding theory mostly when R is a field. There is some study for permutation

polynomials over residue class rings. But picture is not so clear for arbitrary commu-

tative rings. We also study permutation polynomials over finite group rings in this

thesis and give a class of permutation polynomial over the group ring FpCpn(Theorem

6.2.1).
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माना 𝑅 एक परिममत क्रममिमनमेय िलय को दर्ााता ह।ै एक बहुपद 𝑓(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥] को 𝔽𝑞  पि एक क्रमपरिितान बहुपद 

कहा जाता ह ैयमद संबद्ध बहुपद फलन 𝑓: 𝑐 → 𝑓(𝑐), 𝑅 से 𝑅 तक 𝑅 का क्रमपरिितान ह।ै यह शोध प्रबंध परिममत क्षेत्रों 

औि परिममत समहू िलय पि मिमर्ष्ट प्रकाि के क्रमपरिितान बहुपदों के अध्ययन के मलए सममपात ह।ै गमित के मिमिन्न क्षते्रों में 

क्रमपरिितान बहपुदों के मिमिन्न अनुप्रयोग होते हैं। हमें मखु्य रूप से इस प्रश्न से संबद्ध हैं मक मदया गया 𝑓(𝑥) ∈ 𝑆[𝑥] 

जहां 𝑆 एक परिममत क्षेत्र या परिममत समहू िलय हो सकता ह,ै मैमपगं 𝑥 → 𝑓(𝑥), 𝑆 पि क्रमपरिितान कब प्रेरित किती 

ह?ै 

 इस शोध प्रबंध में, हम 𝔽𝑞3  पि कुछ उपयकु्त पिूाांक 𝑑, 𝑠 औि एक िैमिककृत बहुपद 𝐿(𝑥) चनुकि 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑑+ 

𝐿(𝑥𝑠) प्रकार की क्रमपरिितान मत्रपदों का अध्ययन किते हैं यानी एक बहपुद मजसके सिी एकपदी घटक के घातांक 𝑞 की 

घातें हैं औि गिुांक 𝑞 क्रम के परिममत क्षेत्र के ककसी मिस्ताि क्षते्र से आते हैं। सामान्यतः  𝔽𝑞3 पि क्रमपरिितान मत्रपदों का 

अध्ययन किना कमिन ह।ै िास्ति में, सामहत्य में दिेा सकता ह ैमक अब तक ज्ञात अमिकांर् सिी क्रमपरिितान मत्रपदों के 

गिुांक 1 हैं। 𝑑 = 1 औि मिमिन्न िैमिककृत बहुपदों 𝐿(𝑥) के मलए,  हमने क्रमपरिितान बहुपद बनने के मलए इन बहपुदों 

के गिुांकों पि स्पष्ट शर्तें दी हैं। अमिक सटीक रूप से, अध्याय 3 में हमने 𝔽𝑞3 पि क्रमपरिितान मत्रपदों के तीन नए िगों का 

प्रस्ताि कदया ह।ै इन िगों में से, पहले दो िगा 𝑥+𝐴𝑥𝑞2−𝑞+1+𝑥𝑞2+𝑞−1 (प्रमेय 3.4.1) औि 𝑥 +

𝐴𝑥𝑞3−𝑞2+𝑞 + 𝑥𝑞2+𝑞−1 (प्रमेय 3.4.2), 𝑞 सम हैं औि तीसिा िगा 𝑥 + 𝐴𝑥𝑞2−𝑞+1 +𝐴2 𝑥𝑞2
 (प्रमेय 

3.5.1), 𝑞 मिषम ह ै। हमािे परििामों के एक मिर्ेष मामले के रूप में हम [13] द्वािा मदया गया अनुमान िी सामबत किते 

हैं। 

इस शोध प्रबंध में, हम 𝔽𝑝2𝑚  पि (𝑥𝑝𝑚
− x + δ)𝑠 + 𝐿(𝑥) औि (𝑥𝑝𝑚

− x +  δ)𝑠1 +(𝑥𝑝𝑚
−

x +  δ)𝑠2 + 𝐿(𝑥),  जहााँ 𝐿(𝑥) एक िैमिककृत बहपुद ह,ै प्रकार  के बहुपदों के क्रमपरिितान व्यिहाि की िी जाचं 

किते हैं। अमिक सटीक से, अकबिी एट अल. द्वािा मदए गए मानदडं (एजीडब्ल्य ूमानदडं) पि आधाररर्त एक मिमि का उपयोग 

करके औि 𝔽𝑝2𝑚 के एक उपसमचु्चय में कुछ मनम्न मडग्री समीकििों के समािान संख्या मनिाारित किके, 

(𝑥𝑝𝑚
− x + δ)𝑠 + 𝐿(𝑥) प्रकार  के क्रमपरिितान बहुपद के तीन िगा (प्रमेय 4.2.1, प्रमये 4.2.4 औि प्रमेय 

4.2.5) औि (𝑥𝑝𝑚
− x +  δ)𝑠1 +(𝑥𝑝𝑚

− x +  δ)𝑠2 + 𝐿(𝑥) प्रकार  के क्रमपरिितान बहुपद के तीन 

िगा  (प्रमेय 4.2.2, प्रमेय 4.2.3 औि प्रमेय 4.2.6) परिममत क्षेत्र 𝔽𝑝2𝑚 पि मदए गए हैं,  जहां 𝑝 = 3 या 𝑝 = 5, 

𝐿(𝑥) = 𝑎𝑥𝑝𝑚
+ 𝑎𝑥 औि 𝑎 ∈ 𝔽𝑞 

∗
हैं । 

साथ ही, हमने इसी रूप के बहुपदों के क्रमपरिितान व्यिहाि के अध्ययन को औि आगे बढाया औि 

𝔽𝑝2𝑚 पि (𝑥𝑝𝑚
− x + δ)𝑠 + 𝐿(𝑥) (प्रमेय 5.2.1) औि (𝑥𝑝𝑚

− x +  δ)𝑠1 +(𝑥𝑝𝑚
− x +

 δ)𝑠2 + 𝐿(𝑥) (प्रमेय 5.3.1, प्रमेय 5.3.2, प्रमेय 5.3.3, प्रमेय 5.3.4, प्रमये 5.3.5 औि प्रमेय 5.3.6) प्रकार  

https://www.hindi2dictionary.com/%E0%A4%AA%E0%A5%8D%E0%A4%B0%E0%A4%95%E0%A4%BE%E0%A4%B0-meaning-hindi.html
https://dict.hinkhoj.com/%E0%A4%B6%E0%A4%B0%E0%A5%8D%E0%A4%A4%E0%A5%87%E0%A4%82-meaning-in-english.words
https://www.hindi2dictionary.com/%E0%A4%AA%E0%A5%8D%E0%A4%B0%E0%A4%95%E0%A4%BE%E0%A4%B0-meaning-hindi.html
https://www.hindi2dictionary.com/%E0%A4%AA%E0%A5%8D%E0%A4%B0%E0%A4%95%E0%A4%BE%E0%A4%B0-meaning-hindi.html
https://www.hindi2dictionary.com/%E0%A4%AA%E0%A5%8D%E0%A4%B0%E0%A4%95%E0%A4%BE%E0%A4%B0-meaning-hindi.html
https://www.hindi2dictionary.com/%E0%A4%AA%E0%A5%8D%E0%A4%B0%E0%A4%95%E0%A4%BE%E0%A4%B0-meaning-hindi.html


के क्रमपरिितान बहुपदों के सात िगों का प्रस्ताि कदया ह,ै जहां 𝐿(𝑥) = 𝑥 औि 𝑝 = 5 ह।ै 𝔽𝑝2𝑚के एक उपसमचु्चय 

में कुछ मनम्न मडग्री समीकििों के समािान की संख्या का मनिाािि हमािे मनमााि में एक महत्िपिूा िमूमका मनिाता ह।ै 

इसके अलािा, 𝑅 पि क्रमपरिितान बहुपदों के मक्रप्टोग्राफी औि कोमडंग मसद्धांत में कई अनुप्रयोग होत ेहैं, ज्यादाति तब जब 

𝑅 एक क्षते्र होता ह।ै क्रमपरिितान बहुपद के मलए कुछ अध्ययन अिर्ेष िगा के िलय पि ह।ै लेमकन स्वेकछिर्त मिमनमेय िलय 

के मलए तस्िीि इतनी स्पष्ट नहीं ह।ै इस शोध प्रबंध में हमने परिममत समहू िलय पि क्रमपरिितान बहपुद का िी अध्ययन ककया 

ह ैऔि समहू िलय 𝔽𝑝 𝐶𝑝𝑛 (प्रमेय 6.2.1) पि क्रमपरिितान बहपुद का एक िगा कदया ह।ै 
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