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Abstract

Given q a prime power and n ∈ N, suppose Fqn represents a field extension of degree n over
Fq . The multiplicative group F∗

qn of Fqn is cyclic, and its generator is referred to as a primitive
element in Fqn . Let r be a divisor of qn − 1, then an element ϵ ∈ Fqn with multiplicative order
qn−1
r

is referred to as a r-primitive in Fqn . It is evident that for a primitive element ϵ ∈ Fqn and
r | qn − 1, the element ϵr is an r-primitive element. There are precisely ϕ( q

n−1
r

) such elements
in Fqn , where ϕ is the Euler-totient function. An element ϵ ∈ Fqn is said to be a normal element
in Fqn if the set Vϵ = {ϵ, ϵq, ϵq2 , . . . , ϵqn−1} acts as a basis for the vector space Fqn over Fq . It
is well known that ϵ ∈ Fqn is normal element if the greatest common divisor of the polynomial∑n−1

i=0 ϵ
qixn−i−1 with xn − 1 is 1 in Fqn . Let 0 ≤ k ≤ n− 1, then an element ϵ ∈ Fqn is said to be

a k-normal element if the greatest common divisor of the polynomial
∑n−1

i=0 ϵ
qixn−i−1 with xn − 1

has degree k in Fqn [x]. For ϵ ∈ Fqn , the trace of ϵ over Fq denoted by TrFqn/Fq(ϵ) is defined as
TrFqn/Fq(ϵ) = ϵ+ ϵq+ ϵq

2
+ · · ·+ ϵq

n−1 , and the norm of ϵ over Fq denoted by NFqn/Fq(ϵ), is defined
as NFqn/Fq(ϵ) = ϵ · ϵq · ϵq2 · · · ϵqn−1 . This thesis concentrates to work on the existence of primitive
pair, the existence of r-primitive k-normal pair and the existence of a finite arithmetic progression
of r-primitive elements with first term being k-normal, with prescribed traces and norms in finite
fields.

In this thesis, for n,m ∈ N such that n ≥ 7, m ≤ qn and a rational function f = f1/f2, where
f1 and f2 are relatively prime, irreducible polynomials with deg(f1) + deg(f2) = m in Fqn [x],
we obtained a sufficient condition on (q, n) which guarantees primitive pairing (ϵ, f(ϵ)) exists in
Fqn such that TrFqn/Fq(ϵ) = a and TrFqn/Fq(f(ϵ)) = b for any prescribed a, b ∈ Fq . Further, we
demonstrated that for any positive integer m ≤ qn such a pair definitely exists for large n. The
scenario when m = 2 is handled separately and we verified that such a pair exists for all (q, n)
except from possible 71 values of (q, n). We have also given a similar result for m = 3. Further
in this thesis, for n, r1, r2,m1,m2 ∈ N, k1, k2 ∈ N ∪ {0}, a rational function F = F1

F2
in Fqn(x)
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vi Abstract

with deg(Fi) ≤ mi (i = 1, 2) satisfying some conditions, and a, b ∈ Fq , we established a sufficient
condition that ensures the existence of an r1-primitive k1-normal element ϵ ∈ Fqn such that trace
of ϵ is a and that of ϵ−1 is b with image of ϵ under F is r2-primitive k2-normal in Fqn over Fq .
Further, for m1 = 10, m2 = 11, r1 = 3, r2 = 2, k1 = 2, k2 = 1, we established bounds on
q for various n to determine the existence of such elements in Fqn . Furthermore, in finite fields
of characteristic 13, we identified all such pairs (q, n) with 10 possible exceptions. We have also
derived an explicit lower bound q0(n) on q for the existence of such elements in Fqn . Furthermore,
we established the existence of m-term arithmetic progression ϵ, ϵ + ζ, . . . , ϵ + (m − 1)ζ in Fqn
such that its ith term is ri-primitive and first term being k-normal with prescribed trace of it and
its inverse. Further, we demonstrated an example with m = 3, ri = 5 (i = 1, 2, 3) and k = 3

verifying the existence of such elements with the exception of possible 6 values of (q, n) in fields
of characteristics 13. Also in this thesis, for prescribed primitive elements a, b ∈ Fq , we proved
the existence of primitive pairs (ϵ, f(ϵ)) in Fqn with norm of ϵ is a and that of f(ϵ) is b, where
f ∈ Fqn(x) is a rational function with some restrictions. We also derived a sufficient condition,
with an improvement, for the existence of such pairs when f ∈ Fqn(x) is even or odd, q ≡ 3(mod 4)

and n is an odd positive integer.
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सार 
 
 
 

मान लीजिए q एक अभाज्य घात है,और n ∈ N है। मान लीजिए Fq के जिग्री n के फील्ड एक्सटेंशन 

का प्रजतजनजित्व Fqn करता है। Fqn  का गुणक समूह F*qn चक्रीय है,और इसके िनरेटर को Fqn का 

प्रीजमजटव तत्व कहते है। मान लीजिए r qn −1 का भािक है, तो तत्व ε ∈ Fqn, जिसका मल्टीप्लिकेजटव 

ऑिडर (qn−1)/r है, को r-प्रीजमजटव तत्व कहा िाता है। यह स्पष्ट है जक प्रीजमजटव तत्व ε ∈ Fqn और r |(qn – 1) 

के जलए, तत्व εr एक r-प्रीजमजटव तत्व है। Fqn में ऐसे तत्वोों की सोंख्या φ((qn−1)/ r ) होती है, िहााँ φ यूलर का 

फलन-समीकरण है। एक तत्व ε ∈ Fqn को एक नॉमडल तत्व कहा िाता है यजि सेट Vε={ε, εq, εq^2 , . . . , 

εq^(n−1)}, Fq के ऊपर सजिश समजष्ट Fqn के जलए बेजसस के रूप में कायड करता है। यह सवडजवजित 

है जक ε ∈ Fqn नॉमडल तत्व है यजि बहुपि εxn-1 + εqxn-2 +...+ εq^(n-2)x + εq^(n-1) का सबसे 

बडा सामान्य भािक xn − 1 के साथ Fqn[x] में 1 है। मान लीजिए 0 ≤ k ≤ n -1, तो एक तत्व ε ∈ Fqn 

को k-नॉमडल तत्व कहा िाता है, यजि बहुपि εxn-1 + εqxn-2 +...+ εq^(n-2)x + εq^(n-1) का 

सबसे बडा सामान्य भािक xn − 1 के साथ Fqn [x] में जिग्री k का है।   ε ∈ Fqn के जलए, Fq पर ε का 

टर ेस,जिसे Tr Fq^n/Fq(ε) से जनरूजपत करते हैं,Tr Fq^n/Fq (ε) = ε+ εq + εq^2  +. . . + εq^(n−1) के रूप 

पररभाजित है, तथा Fq पर ε का नॉमड, जिसे NFq^n/Fq(ε) से जनरूजपत करते हैं, NFq^n/Fq(ε) = ε * εq * εq^2  *. . . * 

εq^(n−1) के रूप पररभाजित है। इस थीजसस में, फाइनाइट फील््डस में प्रीजमजटव युग्मन की अप्लित्व, r-प्रीजमजटव 

k-नॉमडल युग्मन की अप्लित्व और एक सीजमत अोंकगजणतीय प्रगजत जिसके सारे घटक ri-प्रीजमजटव तथा पहला 

घटक k-नॉमडल है, जनिाडररत टर ेस और नॉमड के साथ की अप्लित्व के काम पर ध्यान कें जित है।  
 

इस थीजसस में, n, m ∈ N इस प्रकार जक n ≥ 7, m ≤ qn और एक पररमेय फलन f = f1/f2, िहाों f1 और f2 

अपेक्षाकृत अभाज्य, अप्रासोंजगक बहुपि है जिसका Fqn [x] में जिग्री(f1)+जिग्री(f2)=m है, के जलए हमने (q, n) 

पर एक पयाडप्त शतड प्राप्त की है िो गारोंटी िेती है जक Fqn में प्रीजमजटव युग्मन (ε, f(ε)) इस प्रकार मौिूि है जक 

जकसी जनिाडररत a, b ∈ Fq के जलए Tr Fq^n/Fq (ε)=a और Tr Fq^n/Fq(f(ε))=b है। इसके अलावा, हमने प्रिजशडत 

जकया है जक जकसी भी िनात्मक पूणाांक m ≤ qn के जलए ऐसा युग्मन जनजित रूप से बडे n के जलए मौिूि है। केस 

m = 2 को अलग से सोंभाला गया है और हमने सत्याजपत जकया है जक ऐसा  युग्मन  सभी (q, n) के जलए मौिूि है, 

(q, n) के सोंभाजवत 71 मानोों को छोडकर। हमने m = 3 के जलए भी ऐसा ही पररणाम जिया है। आगे इस थीजसस 

में, n, r1, r2, m1, m2 ∈ N, k1, k2 ∈ N ∪ {0}, एक पररमेय फलन F=F1/F2 ∈ Fqn(x) जिसमे जिग्री(Fi) ≤ mi (i 

= 1, 2) और कुछ शतों के साथ, और a, b ∈ Fq,  के जलए, हमने ऐसी पयाडप्त प्लथथजत थथाजपत जक िो r1-प्रीजमजटव 

k1-नॉमडल तत्व ε ∈ Fqn के अप्लित्व को सुजनजित करती है, जिसमे ε का टर ेस a और ε-1 का टर ेस b, और Fqn में 

F(ε) r2-प्रीजमजटव k2-नॉमडल हो। इसके अलावा, m1=10, m2=11, r1=3, r2=2, k1=2, k2=1 के जलए, हमने Fqn 

में ऐसे तत्वोों के अप्लित्व को जनिाडररत करने के जलए जवजभन्न n के जलए हमने q पर बाउोंि्स थथाजपत जकये। इसके 

अलावा, कैरैक्टररप्लिक्स 13 के फाइनाइट फील््डस में हमने 10 सोंभाजवत अपवािोों के साथ ऐसे सभी 

युग्मन (q,n) की पहचान की। हमने Fqn  में ऐसे तत्वोों के अप्लित्व के जलए q के ऊपर एक स्पष्ट 

जनचला सीमा qo (n) को भी जनिाडररत जकया है। इसके अजतररक्त, हमने Fqn  में m-अोंकीय 

अोंकगजणतीय प्रगजत ε,ε+ζ,...,ε+(m−1)ζ का अप्लित्व थथाजपत जकया है जिसका iवाों तत्व 

ri-प्रीजमजटव, पहला तत्व k-नॉमडल है,और िहााँ ε और उसके इनवसड का टर ेस पूवड जनिाडररत है। 

आगे, हमने m=3, ri=5 (i=1,2,3) और k=3 के साथ एक उिाहरण प्रिुत जकया, जिसमें 

कैरैक्टररप्लिक्स 13 के फाइनाइट फील्ड में (q,n) के सोंभाजवत 6 मूल्ोों को छोडकर, ऐसे तत्वोों 

की मौिूिगी का सत्यापन जकया। इस थीजसस में, जनजिडष्ट प्रीजमजटव तत्वोों a,b ∈ Fq के जलए, 
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हमने जसद्ध जकया जक Fqn में प्रीजमजटव युग्मन (ε,f(ε)) का अप्लित्व है जिसमें ε का नामड a 

और  f(ε) का नामड b है,िहााँ f ∈ Fqn(x) कुछ प्रजतबोंिोों के साथ एक रेशनल फों क्शन है। 

हमने एक पयाडप्त शतड भी जनकाली है,सुिार के साथ, ऐसे युग्मोों के अप्लित्व के जलए िब f ∈ 

Fqn(x) सम या जविम हो, q≡3(mod4) और n एक जविम िनात्मक पूणाांक है। 
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