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Abstract 

In this thesis, new aspects of the anisotropy of the Poisson’s ratio, shear modulus and 

biaxial modulus have been investigated. This study also includes the evaluation of an existing 

method of determining the Young’s modulus of anisotropic materials using indentation 

measurements. Further, a new method to determine the elastic constants of cubic crystals from 

indentation measurements alone is proposed. 

When a property or phenomenon varies with the direction of measurement, it is said to 

be anisotropic. Elastic properties of single crystals, layered/fiber-reinforced composites and 

textured polycrystals are few common examples of anisotropic materials. Random 

polycrystals, glasses and other amorphous materials are generally isotropic. The anisotropy of 

a material properties can be characterised using their tensor descriptions. The elastic response 

of linear elastic solids is governed by the Hooke’s law. Stresses and strains are second-rank 

tensors while the stiffness/compliance constants are fourth-rank tensors. 

Neumann’s principle states that the symmetry elements of any physical property of a 

crystal must include the symmetry elements of the point group of the crystal. Therefore, the 

anisotropy of elastic properties of crystals are closely related to its symmetry. The anisotropy 

of properties like the Young’s modulus (E), shear modulus (G) and Poisson’s ratio (ν) have 

been extensively investigated. When the loading direction is confined within a plane with a 

three- or six-fold rotational symmetry, the Young’s modulus has been reported to be invariant 

throughout the plane. The Poisson’s ratio and shear moduli are also known to be invariant when 

the transverse plane and shear plane, respectively, possess a three-, four-, or six-fold symmetry. 

In the current study, it is found that transverse/shear planes without symmetry can also have 

invariant Poisson’s ratio/shear modulus. Conditions on the elastic constants for the occurrence 

of such planes are identified and expressions for such plane normals are derived for all crystal 

systems. 



v 

 

The anisotropy in properties is observed in all forms of crystalline materials. Crystalline 

thin films deposited on substrates develop stresses and strains within the film. These stresses 

can be high and may result in the formation of defects or cracks. The actual states of stresses 

and strains within a film are not easily measurable. Hence, the biaxial modulus (B) is defined 

as the ratio of the in-plane tensile stress to the corresponding longitudinal strain under a state 

of equibiaxial strain or equibiaxial stress. It also appears in the Stoney equation which is used 

to determine the stresses in thin films from the measurement of its curvature. In the case of 

isotropic films, the biaxial modulus is given by E/(1-ν), and the states of equibiaxial strain and 

stress are equivalent. For anisotropic films, it is important to use the appropriate expressions 

for the biaxial modulus while determining the film stresses. The expressions for standard film 

orientations such as {001}, {110} and {111} of cubic films are known. In the current study, 

expressions for the biaxial moduli of thin films with a general (hkl) orientation are derived. 

Film planes within which the biaxial modulus remains independent of the direction of 

measurement are also identified for all crystal systems. An in-depth study on the case of cubic 

thin films is also carried out. The global extrema are identified and the expressions for the shear 

strains and out-of-plane normal strain are derived. The significance of the choice of boundary 

conditions is demonstrated by comparing the biaxial modulus derived under a zero shear strain 

state with that under a zero shear stress state. 

The anisotropy of small-scale deformation processes can be studied using 

nanoindentation. Nanoindentation tests give a load-displacement (P-h) curve from which the 

contact stiffness can be estimated. The indentation modulus (M) is a property of the indented 

material and the geometry of the indenter. The indentation modulus of isotropic materials is 

the same as its plane strain Young’s modulus which is given by 
2/ (1 )E − . In the case of 

anisotropic materials, M is a complicated function of the indented plane, elastic constants of 

the indented material, and the indenter geometry. A common practice is to use the isotropic 
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equation with the measured value of M and an assumed value of the bulk Poisson’s ratio to 

determine the Young’s modulus of anisotropic materials along the direction of indentation. The 

validity of such an approximation is examined in this study. It is found that 

2

( ) ( ) (1 )hkl hkl isotropicE M = −  is highly likely to give reasonable results when the indented plane is 

either cubic {110} or any prismatic plane of hexagonal materials. In the case of other planes, 

the need to use appropriate equations accounting for the anisotropy is emphasised. 

The elastic (stiffness/compliance) constants provide complete information regarding the 

elastic deformation response of solids. Relatively convenient and reliable methods like 

resonant ultrasound spectroscopy and Brillouin scattering are applicable to single crystalline 

specimens alone. Most of the materials with useful applications are polycrystals. However, 

simple, and effective methods to extract the elastic constants from polycrystalline specimens 

are not well established. Methods that combine nanoindentation measurements with electron 

backscatter diffraction (EBSD) have been developed to extract the elastic constants. Such 

methods either involve complex computations, use approximate relationships, or require the 

value of at least one bulk elastic property to be known/assumed. In the current study, 

approximate closed form expressions, with improved accuracy, are derived for the indentation 

moduli on the {100}, {110} and {111} planes of cubic materials. On identifying grains with 

these orientations within the polycrystal using EBSD, the indentation moduli can be measured, 

and the three independent elastic constants of the cubic crystallites are obtained. 
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सार 

इस थीससस में, पोयसन अनुपात, सियर मॉडू्यलस और बाईएक्सियल मॉडू्यलस की एसनसोट्र ोपी के 

नए पहलुओ ंका अध्ययन सकया गया है। इस अध्ययन में, एक सिद्यमान सिसि के माध्यम से एसनसोट्र ोसपक 

माल के यंग मॉडू्यलस की सनिाारण की जांच भी िासमल है जो इंडेंटे्िन मापनो ंका उपयोग करता है। 

इसके अलािा, एक नया तरीका प्रस्तासित सकया गया है सजसके माध्यम से कू्यसबक सिस्टलो ंकी लचीली 

संख्याएँ केिल इंडेंटे्िन मापनो ंसे सनिााररत की जा सकती हैं। 

जब कोई गुणिमा या घट्ना माप की सििा से अलग-अलग होता है, तब इसे असनसोट्र ोसपक कहा 

जाता है। एकीकृत सिस्टल, तहती/फाइबर-बलगम संयोजन और बनािट्युक्त बहुसिस्टल की लचीली 

गुणिमा कुछ असनसोट्र ोसपक माल के उिाहरण हैं। यादृक्सिक बहुसिस्टल, काँच और अन्य अमूता उपद्रि 

आमतौर पर इसोट्र ोसपक होते हैं। एक िसु्त के गुणिमों की असनसोट्र ोपी का सििरण उनके ट्ेंसर सििरणो ं

का उपयोग करके सकया जा सकता है। रॉयड़ के समान लचीले ठोस िसु्तओ ंका लचीला प्रसतसाि हूक 

का कानून द्वारा सनयंसित सकया जाता है। तनाि और तनाि पररितान सद्वतीय-शे्रणी के ट्ेंसर होते हैं जबसक 

कठोरता / अनुपालन संयती सनसित-शे्रणी के ट्ेंसर होते हैं। 

नेउमैन का ससद्ांत बताता है सक सिस्टल की सकसी भी भौसतक गुणिमा की समसमसत उसके पॉइंट् 

गु्रप की समसमसतयो ंको िासमल करनी चासहए। इससलए, सिस्टल की कठोर गुणिमों की असनसोट्र ोपी 

उसकी समसमसत से गंभीरता से जुड़ी होती है। यंग की मॉडू्यलस (E), िेयर मॉडू्यलस (G) और पोइसन 

अनुपात (ν) जैसी गुणिमों की असनसोट्र ोपी का व्यापक अध्ययन सकया गया है। जब लोसडंग सििा को 

तीन- या छ: -फोल्ड घुमाििार समसमसत िाले एक समतल में सीसमत सकया जाता है, तब यंग की मॉडू्यलस 

का ररपोटे्ड िैररयंट् समतल के अंतगात भी अचल होता है। पॉयसन अनुपात और िेयर मॉडू्यलस भी 

जाना जाता है सक जब सिसिमानीय आयतन और काट्ने िाली तल, चार- चाहे या छह-फोल्ड समसमसत के 

साथ होती है, तो पॉयसन अनुपात और िेयर मॉडू्यलस भी समान रहते हैं। ितामान अध्ययन में, यह पाया 

गया है सक सबना समसमसत िाली िांसिसा/िेयर तल भी अक्षम पॉयसन अनुपात/िेयर मॉडू्यलस को अक्षम 

कर सकते हैं। इस प्रकार के तलो ंके घट्ने के सलए कें द्रीय गुणो ंपर ितें पहचानी जाती हैं और सभी 

सिस्टल प्रणासलयो ंके सलए ऐसे तलो ंके सनिाारण तत्ो ंको प्राप्त करने के सलए असभव्यक्सक्तयाँ सनकाली 

जाती हैं। 

गुणो ंमें सिषमता को सिस्टलीय सामसग्रयो ं के सभी रूपो ंमें िेखा जाता है। परतो ंपर सिकससत 

सिस्टलीय पतली सफल्ो ंमें तनाि और तनाि पैिा होता है। ये तनाि असिक हो सकते हैं और िोष या 

िरारो ंके गठन की िजह बन सकते हैं। सफल् के भीतर तनाि और तनाि की िास्तसिक क्सथथसत आसानी 

से मापने योग्य नही ं होती है। इससलए, सबएक्सियल मॉडू्यलस (B) को इक्सिसबएक्सियल तनाि या 

इक्सिसबएक्सियल तनाि की क्सथथसत में चौड़ाई माप के अनुपात के रूप में पररभासषत सकया जाता है। इसका 

उपयोग सथन सफल्ो ंके तनाि को उसकी घुमाि के माप से सनिााररत करने के सलए उपयोग में आता है। 

जैसे सक इसोट्र ोसपक सफल्ो ंके मामले में, सबएक्सियल मॉडू्यलस E/(1-ν) द्वारा सिया जाता है, और समान 

िो-िारी तन और तनाि की क्सथथसतयां समान होती हैं। असनसोट्र ोसपक सफल्ो ंके मामले में, सफल् तनाि 

का सनिाारण करते समय सबएक्सियल मॉडू्यलस के उसचत असभव्यक्सक्तयो ंका उपयोग करना महत्पूणा 

होता है। घनितुाल सफल्ो ं के {001}, {110} और {111} जैसी मानक सफल् असभसिन्यासो ं के सलए 

असभव्यक्सक्तयां जानी जाती हैं। ितामान अध्ययन में, एक सामान्य (hkl) असभसिन्यास िाली पतली सफल्ो ं

के सलए सबएक्सियल मॉडू्यलस की असभव्यक्सक्तयां सनकाली जाती हैं। सभी सिस्टल प्रणासलयो ंके सलए, सजन 

सफल् तनाि तथा तन की सििा से सनिाारण की सििा के अनुपात में सबएक्सियल मॉडू्यलस स्वतंि होता 
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है, उन सफल्ो ंकी तल तासलका भी पहचानी जाती है। घनितुाल पतली सफल्ो ंके मामले पर भी एक सिसृ्तत 

अध्ययन सकया जाता है। िैसिक नू्यनतम तथा असिकतम मान सनिााररत सकए जाते हैं और कट्ाि तनो ंतथा 

तल तासलका के सलए असभव्यक्सक्तयां सनकाली जाती हैं। सीमाओ ंके चयन की महत्ता, िून्य कट्ाि तन 

अिथथा तथा िून्य कट्ाि तनाि अिथथा के तहत प्राप्त सबएक्सियल मॉडू्यलस को तुलना करके सिखाई 

िेती है। 

नैनोइंडेंटे्िन का उपयोग करके छोटे् स्तर की सिकषाण प्रसियाओ ंकी सिसभन्नता का अध्ययन सकया 

जा सकता है। नैनोइंडेंटे्िन परीक्षणो ंसे एक भार-सिथथापन (P-h) रुपरेखा िी जाती है, सजससे संपका  

क्सस्टफ़्नेस का अनुमान लगाया जा सकता है। िातु की इंडेंटे्िन मॉडू्यलस (M) एक गुण है, जो इंडेंटे्िन 

के ज्यासमसत तथा इंडेंट्र के ज्यासमसत के आिार पर सनिााररत होता है। इसोट्र ोसपक सामग्री का इंडेंटे्िन 

मॉडू्यलस उसके पै्लन स्टर ैन यंग का मॉडू्यलस होता है ( 2/ (1 )E − )। सद्वअसभमतीय सामसग्रयो ंके मामले 

में, एम इंडेंटे्िन की सतह, इंडेंटे्ड सामग्री के कसैतनीय संख्याओ,ं और इंडेंट्र के ज्यासमसत की एक 

जसट्ल फंक्शन होता है। एक सामान्य अभ्यास है सक असभमतीय सामसग्रयो ं के यंग का मॉडू्यलस 

इसोट्र ोसपक समीकरण का उपयोग करते हुए इंडेंटे्िन की सििा के अनुसार मापी जाती है। इस अध्ययन 

में ऐसी अनुमासनत तकरीब की िैिता की जांच की गई है। यह पाया गया है सक जब इंट्ेंडेड पे्लन कू्यसबक 

{110} या हेिेगोनल सामग्री के सकसी भी सप्रस्मात्मक तल पर हो तब िह उच्च रूप से उसचत पररणाम 

िेने के सलए बहुत संभासित होता है। अनुसूसचतता के सलए उपयुक्त समीकरणो ंको उले्लख करते हुए िूसरे 

तलो ंके मामले में एसनसोट्र ोपी का खाता रखने की आिश्यकता पर जोर सिया गया है। 

इलाक्सस्टक कान्स्टन्टस (क्सस्टफ्नस/कम्प्प्लाइअन्स) ठोस पिाथों की लचीली उपचंुखता प्रसतसिया के 

संबंि में पूरी जानकारी प्रिान करते हैं। उले्लखनीय आसान और सििसनीय तकनीकें  जैसे ररसोनेंट् 

अल्ट्र ासाउंड से्पक्ट्र ोस्कोपी और सिलु्लआँ सै्कट्ररंग केिल एकल सिस्टल नमूनो ंके सलए उपयुक्त होती 

हैं। उपयोगी एक्सप्लकेिन िाले असिकांि सामसग्रयां बहुसिस्टल होती हैं। हालांसक, बहुसिस्टल नमूनो ंसे 

लचीले सनिेिको ंको सनकालने के सलए सरल और प्रभािी तरीके अभी तक थथासपत नही ं हुए हैं। 

नैनोइंडेंटे्िन मापनो ंको इलेक्ट्र ॉन बैकसै्कट्र सडफे्रक्शन (EBSD) के साथ समलाकर लचीले सनिेिको ंको 

सनकालने के सलए तरीके सिकससत सकए गए हैं। ऐसे तरीको ंमें या तो जसट्ल गणनाओ ंका उपयोग करते 

हैं, अनुमासनत संबंिो ंका उपयोग करते हैं या कम से कम एक बल्क लचीला गुणिमा ज्ञात / माना जाना 

आिश्यक होता है। ितामान अध्ययन में, घन पिाथों के {100}, {110} और {111} तलो ंपर इंडेंटे्िन 

मॉडू्यलस के सलए समीकरणो ंको बेहतर सनसितता के साथ बनाया गया है। EBSD का उपयोग करके 

पॉलीसिस्टल के भीतर इन अिथथाओ ंके साथ अणुओ ंकी पहचान करते हुए, इंडेंटे्िन मॉडू्यलस को 

मापा जा सकता है, और घन सिज्या के तीन इलाक्सस्टक कान्स्टन्टस को प्राप्त सकया जा सकता है। 
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