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Abstract

The classical theory of interpolation, using polynomials and other simple functions, is a well-established

subject in numerical analysis. The nature of the function to be used for interpolation depends on the

signal or image that the function is intended to model. Smoothness and non-smoothness, depending on

the interpolation problem at hand, are both essential features sought for the constructed interpolant, but

the classical methods produce interpolants that are predominantly smooth except at a finite number of

points. Fractal interpolation, a relatively new method, offers both smooth and non-smooth interpolants,

and it is therefore well-suited to the interpolation of more complex and irregular data sets. Over the

last few decades, fractal interpolation has emerged as a prominent research topic among researchers

working in fractals and non-smooth interpolation theory. In classical settings, the inherent relationship

between the two theories, interpolation and approximation, is widely understood and has a rich history.

However, in the fractal setting, the interaction between these two theories is somewhat opaque. In

the univariate case, the notion of α-fractal function, an offspring of FIF, serves as a bridge to explore

this interconnection between interpolation and approximation. The multivariate case, however, lacks

comparable studies, leaving it largely unexplored in terms of understanding the relationship between

interpolation and approximation theories for fractal functions. The primary objective of this thesis is to

develop a general framework for multivariate interpolation which is amenable to the construction of

the α-fractal function. The ultimate objective, with the help of the multivariate α-fractal function, is

to study some intriguing approximation theoretic aspects of multivariate fractal functions in various

function spaces. However, before we get into the main subject matter of this thesis, we would like

to extend some existing results in univariate and bivariate fractal interpolation methods from finite

to countable data sets in chapters 2 and 3, respectively. This extension may be viewed as a humble
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vi ABSTRACT

contribution to enriching the realm of univariate and bivariate fractal functions and fixing some gaps

observed in the literature.

Chapter 1, being introductory in nature, attempts to compile the basic definitions, some notation,

and necessary backgrounds relevant to the subsequent chapters of the thesis. Other details, as and

when necessary, will be set out in those chapters.

Chapter 2 extends the notion of fractal interpolation to countably infinite univariate data sets, based

on the notion of zipper, an alternative method to construct fractals. We also introduce the α-fractal

functions and α-fractal operator associated with a prescribed countable univariate data set. We further

use this construction to study some approximation and operator theoretic aspects of the countable

fractal interpolation method.

In Chapter 3, we address a similar question for a countably infinite bivariate data set. That is, we

develop an interpolation method for countably infinite bivariate data sets. Using this construction, we

obtain the countable bivariate analogue of the α-fractal functions and α-fractal operator to study their

approximation and operator theoretic aspects.

In Chapter 4, we embark on a discussion of multivariate fractal interpolation which will constitute

our mainstay in the rest of the thesis. To be specific, in this chapter, we develop a general framework

to construct a multivariate fractal interpolation function for finite data sets resting on a hyperrectangle.

With the help of the aforesaid construction, we obtain a multivariate analog of the α-fractal functions,

which sets the background for the subsequent chapters of the thesis. We also study some properties of

the associated nonlinear fractal operator.

In Chapter 5, given a multivariate smooth function, we construct fractal (self-referential) approx-

imants that preserve the smoothness of the original function. To be specific, given any multivariate

function defined on a hyperrectangle and having a predetermined degree of smoothness, we construct

a family of self-referential approximants with the same smoothness as that of the original function.

Furthermore, these functions and all their partial derivatives, up to a predetermined order, interpolate

the original function and its respective partial derivatives at a given finite data set. We use this con-

struction in the subsequent parts of the chapter to develop a fractal methodology for approaching a

multivariate Hermite interpolation, constrained interpolation, and a few approximation problems.



vii

We continue our investigation of the multivariate α-fractal functions in Chapter 6, this time in

Lebesgue and Sobolev spaces. To be specific, we derive the constraints involved in the construction

of α-fractal function so that for a given f ∈ LP(Ω) or WM,P(Ω) the corresponding α-fractal function

lies in the same space. Further, we will explore the properties of the fractal operator acting on these

spaces, which maps each multivariate function in any of these spaces to its fractal analogue.

Chapter 7 serves to extend the concept of α-fractal functions to the mixed (norm) Lebesgue and

Sobolev spaces, which contains the findings of the preceding chapter as a special case. Further,

we investigate the approximation properties of the Bernstein-Kantorovich operators on the mixed

Lebesgue spaces. Using the Bernstein-Kantorovich operators as the parameter map, we establish a

fractal approximation procedure for the mixed Lebesgue spaces. As a straightforward application of

these findings, we construct a Schauder basis consisting of self-referential functions for the mixed

norm Lebesgue spaces.



 

 

सार 
 

 

बहुपद' और अ+य सरल काय1 का उपयोग करते हुए 89ेप का शा;<ीय >स?धांत, संBयाCमक EवGलेषण मJ एक 

अKछM तरह से ;थाEपत Eवषय है। इंटरपोलेशन के >लए उपयोग Tकए जाने वाले फ़ंWशन कX 8कृZत उस >स[नल या 

छEव पर Zनभ]र करती है िजसे फ़ंWशन मॉडल करना चाहता है। bचकनाई और गैर-bचकनापन, मौजूदा इंटरपोलेशन 

सम;या के आधार पर, Zन>म]त इंटरपोलJट के >लए आवGयक दोन' Eवशषेताएं हg, लेTकन शा;<ीय Eवbधयां 

इंटरपोलJट उCप+न करती हg जो सी>मत संBया मJ hबदंओंु को छोड़कर मुBय kप से bचकनी होती हg। lैWटल 

इंटरपोलेशन, एक अपे9ाकृत नई Eवbध, bचकनी और गैर-bचकनी दोन' इंटरपोलJट 8दान करती है, और इस>लए 

यह अbधक जmटल और अZनय>मत डटेा सेट के इंटरपोलेशन के >लए उपयुWत है। Eपछले कुछ दशक' मJ, lैWटल 

और नॉन-;मूथ इंटरपोलेशन >स?धांत मJ काम करने वाले शोधकता]ओं के बीच lैWटल इंटरपोलेशन एक 8मुख 

शोध Eवषय के kप मJ उभरा है। शा;<ीय सेmट[ंस मJ, दो >स?धांत', 89ेप और सि+नकटन के बीच अंतZन]mहत संबंध 

को oयापक kप से समझा जाता है और इसका एक सम?ृध इZतहास है। हालाँTक, lैWटल सेmटगं मJ, इन दोन' 

>स?धांत' के बीच कX बातचीत कुछ हद तक अपारदशr है। अEवभाsय मामले मJ, 𝛼-lैWटल फ़ंWशन कX धारणा, 

एफआईएफ कX एक संतान, 89ेप और सि+नकटन के बीच इस अंतसuबंध का पता लगाने के >लए एक पुल के kप 

मJ काय] करती है। हालाँTक, बहु>भ+नkपी मामले मJ तुलनीय अvययन का अभाव है, िजससे lैWटल काय1 के >लए 

89ेप और सि+नकटन >स?धांत' के बीच संबंध' को समझने के मामले मJ यह काफX हद तक अwात है। इस थी>सस 

का 8ाथ>मक उ?देGय बहु>भ+नkपी 89ेप के >लए एक सामा+य kपरेखा Eवक>सत करना है जो 𝛼-lैWटल फ़ंWशन 

के Zनमा]ण के >लए उxरदायी है। मyटzवे{रएट 𝛼-lैWटल फ़ंWशन कX मदद से अंZतम उ?देGय, Eव>भ+न फ़ंWशन 

;पेस मJ मyटzवे{रएट lैWटल फ़ंWशन के कुछ mदलच;प सि+नकटन >स?धांत संबंधी पहलुओं का अvययन करना 

है। हालाँTक, इससे पहले Tक हम इस थी>सस के मुBय Eवषय मJ पहँुचJ, हम |मशः अvयाय 2 और 3 मJ प{र>मत से 

लेकर गणनीय डटेा सेट तक यूनीवे{रएट और बाइवे{रएट lैWटल इंटरपोलेशन Eवbधय' मJ कुछ मौजूदा प{रणाम' 

का Eव;तार करना चाहJगे। इस Eव;तार को अEवभाsय और ?Eवचर भ[न काय1 के दायरे को सम?ृध करने और 

साmहCय मJ देखे गए कुछ अंतराल' को ठMक करने के >लए एक Eवन� योगदान के kप मJ देखा जा सकता है। 
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अvयाय 1, प{रचयाCमक होने के कारण, थी>सस के बाद के अvयाय' के >लए 8ासंbगक बुZनयादz प{रभाषाओं, कुछ 

संकेत bच+ह और आवGयक प�ृठभू>म को संक>लत करने का 8यास करता है। अ+य Eववरण, जब भी आवGयक हो, 

उन अvयाय' मJ mदए जाएंगे। 

अvयाय 2, lैWटल इंटरपोलेशन कX धारणा को असंBय अनंत अEवभाsय डटेा सेट' तक Eव;ता{रत करता है, जो 

Tक िजपर कX धारणा पर आधा{रत है, जो lैWटल बनाने कX एक वैकिyपक Eवbध है। हम एक Zनधा]{रत गणनीय 

यूनीवे{रएट डटेा सेट से जुड़ े𝛼-lैWटल फ़ंWशन और 𝛼-lैWटल ऑपरेटर का भी प{रचय देते हg। हम आगे इस Zनमा]ण 

का उपयोग गणनीय lैWटल इंटरपोलेशन Eवbध के कुछ सि+नकटन और ऑपरेटर >स?धांत संबंधी पहलुओं का 

अvययन करने के >लए करते हg। 

अvयाय 3 मJ, हम गणनीय अनंत ?Eवचर डटेा सेट के >लए एक समान 8Gन को संबोbधत करते हg। अथा]त,् हम 

असंBय अनंत ?Eवचर डटेा सेट' के >लए एक 89ेप Eवbध Eवक>सत करते हg। इस Zनमा]ण का उपयोग करके, हम 𝛼-

lैWटल फ़ंWशन और 𝛼-lैWटल ऑपरेटर के गणनीय ?Eवचर एनालॉग 8ा�त करते हg ताTक उनके सि+नकटन और 

ऑपरेटर >स?धांत संबंधी पहलुओं का अvययन Tकया जा सके। 

अvयाय 4 मJ, हम बहु>भ+नkपी lैWटल इंटरपोलेशन कX चचा] शुk करते हg जो बाकX थी>सस मJ हमारा मुBय आधार 

बनेगा। Eव>श�ट होने के >लए, इस अvयाय मJ, हम एक हाइपररेWटJगल पर आराम करने वाले प{र>मत डटेा सेट के 

>लए एक बहु>भ+नkपी lैWटल इंटरपोलेशन फ़ंWशन के Zनमा]ण के >लए एक सामा+य kपरेखा Eवक>सत करते हg। 

उपरोWत Zनमा]ण कX सहायता से, हम 𝛼-lैWटल फ़ंWशंस का एक बहु>भ+नkपी एनालॉग 8ा�त करते हg, जो थी>सस 

के बाद के अvयाय' के >लए प�ृठभू>म तैयार करता है। हम संबंbधत नॉनलाइZनयर lैWटल ऑपरेटर के कुछ गुण' 

का भी अvययन करते हg। 

अvयाय 5 मJ, एक बहु>भ+नkपी सुचाk फ़ंWशन को देखते हुए, हम lैWटल (;व-संद>भ]त) सि+नकटन का Zनमा]ण 

करते हg जो मूल फ़ंWशन कX सुचाkता को संर�9त करते हg। Eव>श�ट होने के >लए, हाइपररेWटJगल पर प{रभाEषत 

Tकसी भी बहु>भ+नkपी फ़ंWशन को देखते हुए और bचकनाई कX पूव] Zनधा]{रत �ड�ी होने पर, हम मूल फ़ंWशन के 

समान bचकनाई के साथ ;व-संद>भ]त सि+नकटन के एक प{रवार का Zनमा]ण करते हg। इसके अलावा, ये फ़ंWशन 

और उनके सभी आं>शक ड{ेरवेmटव, एक पूव] Zनधा]{रत |म तक, Tकसी mदए गए सी>मत डटेा सेट पर मूल फ़ंWशन 

और उसके संबंbधत आं>शक ड{ेरवेmटव को इंटरपोल करते हg। हम इस Zनमा]ण का उपयोग अvयाय के बाद के mह;स' 

मJ बहु>भ+नkपी ह>म]ट इंटरपोलेशन, Eववश इंटरपोलेशन और कुछ सि+नकटन सम;याओं के समाधान के >लए 

एक lैWटल प?धZत Eवक>सत करने के >लए करते हg। 
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हम अvयाय 6 मJ बहु>भ+नkपी 𝛼-lैWटल फ़ंWशंस कX अपनी जांच जारz रखते हg, इस बार लेबे;गुए और सोबोलेव 

;थान' मJ। Eव>श�ट होने के >लए, हम 𝛼-lैWटल फ़ंWशन के Zनमा]ण मJ शा>मल बाधाओं को 8ा�त करते हg ताTक 

Tकसी mदए गए 𝑓 ∈ ℒ!(𝛺)	या 𝑓 ∈ 𝒲",!(𝛺)		से		संबंbधत 𝛼-lैWटल फ़ंWशन एक हz ;थान पर ि;थत है। इसके 

अलावा, हम इन ;थान' पर काय] करने वाले lैWटल ऑपरेटर के गुण' का पता लगाएंगे, जो इनमJ से Tकसी भी 

;थान मJ 8Cयेक बहु>भ+नkपी फ़ंWशन को उसके lैWटल एनालॉग मJ मैप करता है। 

अvयाय 7 𝛼-lैWटल फ़ंWशंस कX अवधारणा को >मb�त (मानक) लेबे;ग और सोबोलेव ;थान' तक Eव;ता{रत 

करने का काय] करता है, िजसमJ एक Eवशषे मामले के kप मJ Eपछले अvयाय के Zन�कष] शा>मल हg। इसके अलावा, 

हम >मb�त लेबे;[यू ;थान' पर बन];टzन-कांटोरोEवच ऑपरेटर' के सि+नकटन गुण' कX जांच करते हg। बन];टzन-

कांटोरोEवच ऑपरेटर' को पैरामीटर मानbच< के kप मJ उपयोग करते हुए, हम >मb�त लेबेसेग {रWत ;थान के >लए 

एक lैWटल सि+नकटन 8T|या ;थाEपत करते हg। इन Zन�कष1 के एक सीधे अनु8योग के kप मJ, हम >मb�त 

मानक लेबे;ग {रWत ;थान के >लए ;व-संद>भ]त काय1 से युWत एक शॉडर आधार का Zनमा]ण करते हg। 
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4.3.3 Multivariate Fractal Müntz Theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114

4.3.4 Range Restricted Multivariate Fractal Approximation . . . . . . . . . . . . . 116

4.4 Transfinite Multivariate α-Fractal Functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120
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