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ABSTRACT 
 
 

With advancements in modern technologies, self-monitoring and autonomous control are 

challenging tasks, especially for crucial structures in the civil, military, and aviation industries. For 

such challenges, piezoelectric materials are highly efficient, both in actuation and sensing 

capabilities. In this work, the 'smart' beams are confined to the piezoelectric-based slender beam-

like structures. Splitting of the original 3D nonlinear problem for 'smart' beams results in a linear 

2D cross-sectional analysis and a geometrically exact 1-D smart beam analysis over the reference 

line. The major challenge in the research of modeling any piezoelectric transducer lies in capturing 

the coupling effects, both electromechanical and structural coupling.  

The present work begins with developing an 'electromechanically coupled mixed 

variational formulation' to meet the future design challenges of piezoelectric-based slender beam-

like sensors. One-dimensional finite element equations are derived based on this formulation, 

capable of dealing with sensor-beam problems undergoing large displacements and rotations. An 

extra electrical degree of freedom is added to the sensor elements. Later, the approach is extended 

to deal with multiphysics problems having both actuation and sensing portions on the same beam. 

Though 3D finite element analysis can handle such geometrically nonlinear and complex 

multiphysics problems, they are computationally expensive. At the same time, reduced models 

like the present one maintain simplicity and acceptable accuracy while being computationally 

efficient.  

FE computational code has been developed on the FORTRAN platform and can study both 

static and dynamic problems. Newton-Raphson method is used to deal with geometric 

nonlinearity. The stiffness and mass matrices are obtained directly from the already developed 
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cross-sectional analysis tools for smart beams. Initially, the results obtained are validated with the 

benchmark problems of large displacement and rotations of passive beams, active and sensing 

beams present in the literature. Validation of mechanical and electrical outputs from 3D FEM 

software only proves the efficacy of the code. The run-time comparison tables provided prove the 

computational efficiency. Later, the Eigenvalue analysis in open and close circuit conditions of 

sensory beams have been done. Also, the Newmark method is used to generate the time marching-

based dynamic behavior. Follower force condition is also studied, and an example of dynamic 

instability is also explored, depicting the versatility of the present theory. 

After that, numerical strategies dealing with complex structures having multiple, distinct 

sensor and active links have been provided.  These multiphysics-multilink structures can be 

thought of as many smart beams joining at particular connection points, such as truss and satellite 

bae-type linkages. Finally, a complete chapter is dedicated to the study of rotating smart beams. 

The effect of rotation on several parameters of a rotating sensor is studied. The impact of 

simultaneous actuation and rotation is also studied. This platform's future version can be utilized 

for more practical applications like monitoring and active control of flexible smart multilink 

structures like swept wings, multi-bae space structures, and rotating helicopter blades.  
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सार 
 
 
 आधनुिक तकिीकों में प्रगनत के साथ, स्व-निगरािी और स्वायत्त नियंत्रण चिुौतीपणूण कायण हैं, नवशेष रूप 

से िागररक, सैन्य और नवमािि उद्योगों में महत्वपूणण संरचिाओ ंके निए। ऐसी चिुौनतयों के निए, पीजोइिेनरिक 

सामग्री सनियता और संवदेि क्षमताओ ंदोिों में अत्यनधक कुशि हैं। इस काम में, 'स्मार्ण' बीम पीजोइिेनरिक-

आधाररत पतिा बीम जसैी संरचिाओ ंतक ही सीनमत हैं। 'स्मार्ण' बीम के निए मिू तीि-आयामी िॉि-िीनियर 

समस्या के नवभाजि के पररणामस्वरूप एक िीनियर दो-आयामी िॉस-सेरशिि नवशे्लषण और संदभण रेखा पर एक 

ज्यानमतीय सर्ीक एक-आयामी स्मार्ण बीम नवशे्लषण होता ह।ै नकसी भी पीजोइिेनरिक िांसड्यसूर के मॉडनिंग के 

शोध में प्रमखु चिुौती नवद्यतु और संरचिात्मक दोिों के यगु्मि प्रभावों को पकड़िे में निनहत ह।ै 

 

 वतणमाि कायण पीजोइिेनरिक-आधाररत पतिा बीम-जसैे सेंसर की भनवष्य की नडजाइि चिुौनतयों को परूा 

करि ेके निए 'इिेरिोमकेैनिकि रूप से यनुग्मत नमरस्ड वेररएशिि फॉमूणिेशि' नवकनसत करिे के साथ शरुू होता 

ह।ै एक आयामी पररनमत तत्व समीकरण इस फॉमूणिेशि के आधार पर व्यतु्पन्ि होते हैं, जो बडे़ नवस्थापि और घणूणि 

से गजुरिे वािी सेंसर-बीम समस्याओ ंसे निपर्िे में सक्षम होते हैं। सेंसर तत्वों में स्वतंत्रता की एक अनतररक्त नवद्यतु 

नडग्री जोड़ी जाती ह।ै बाद में, एक ही बीम पर एरचएुशि और सेंनसंग दोिों नहस्से वाि ेमल्र्ीनफनजरस समस्याओ ं

से निपर्िे के निए दृनिकोण का नवस्तार नकया गया ह।ै हािांनक तीि-आयामी पररनमत तत्व नवशे्लषण ऐसी ज्यानमतीय 

अरेखीय और जनर्ि बहु-भौनतकी समस्याओ ंको संभाि सकता ह,ै व ेकम्प्यरेू्शिि रूप से महगंे हैं। साथ ही, 

वतणमाि मॉडि जसैे रेडूसड मॉडि कम्प्यरेू्शिि रूप से कुशि होिे के दौराि सादगी और स्वीकायण सर्ीकता बिाए 

रखते हैं। 

 
 एफई कम्प्यरेू्शिि कोड को फोरिाि ्िेर्फॉमण पर नवकनसत नकया गया ह ैऔर यह नस्थर और गनतशीि 

दोिों समस्याओ ंका अध्ययि कर सकता ह।ै न्यरू्ि-रैफसि नवनध का प्रयोग ज्यानमतीय अरैनखकता से निपर्िे के 
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निए नकया जाता ह।ै स्मार्ण बीम के निए पहिे से नवकनसत िॉस-सेरशिि नवशे्लषण रू्ि से कठोरता और द्रव्यमाि 

मनैिरस सीधे प्राप्त नकए जाते हैं। प्रारंभ में, प्राप्त पररणामों को सानहत्य में मौजदू निनष्िय बीम, सनिय और सेंनसंग 

बीम के बडे़ नवस्थापि और घणूणि की बेंचमाकण  समस्याओ ं के साथ मान्य नकया जाता ह।ै थ्री-डी ऍफ़-इ-एम ् 

सॉफ्र्वयेर से मकेैनिकि और इिेनरिकि आउर्परु् का सत्यापि केवि कोड की प्रभावकाररता को सानबत करता 

ह।ै प्रदाि की गई रि-र्ाइम तिुिा तानिकाएं कम्प्यरेू्शिि दक्षता को सानबत करती हैं। बाद में, संवदेी पुंजों की 

ओपि और रिोज सनकण र् नस्थनतयों में आइगि-वलै्यू  नवशे्लषण नकया गया ह।ै साथ ही, र्ाइम मानचिंग-आधाररत 

गनतशीि व्यवहार उत्पन्ि करिे के निए न्यमूाकण  पद्धनत का उपयोग नकया जाता ह।ै अियुायी बि की नस्थनत का भी 

अध्ययि नकया जाता ह,ै और वतणमाि नसद्धांत की बहुमखुी प्रनतभा को दशाणते हुए गनतशीि अनस्थरता का एक 

उदाहरण भी खोजा जाता ह।ै 

 
 उसके बाद कई नवनशि सेंसर और सनिय निंक वाि ेजनर्ि संरचिाओ ं से निपर्ि ेवािी संख्यात्मक 

रणिीनतयां प्रदाि की गई हैं। इि मल्र्ीनफनजरस-मल्र्ीनिंक संरचिाओ ंको नवशेष किेरशि नबंदओु ंपर शानमि होि े

वािे कई स्मार्ण बीम के रूप में मािा जा सकता ह,ै जसैे िस और सैरे्िाइर् बे-र्ाइप निंकेज। अतं में, एक परूा 

अध्याय घणूणि स्मार्ण बीम के अध्ययि के निए समनपणत ह।ै घणूणि सेंसर के कई मापदडंों पर घणूणि के प्रभाव का 

अध्ययि नकया जाता ह।ै एक साथ निया और घणूणि के प्रभाव का भी अध्ययि नकया जाता ह।ै इस ्िेर्फॉमण के 

भनवष्य के संस्करण का उपयोग अनधक व्यावहाररक अिपु्रयोगों के निए नकया जा सकता ह ैजसैे नक िचीिे स्मार्ण 

मल्र्ीनिंक संरचिाओ ंकी निगरािी और सनिय नियंत्रण जसैे स्वे् र् नवगं्स, मल्र्ी-बे स्पेस स्िरचर और रोरे्नरं्ग 

हिेीकॉ्र्र ब्िेड। 
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NOMENCLATURES 
 

ia  Global body attached frame 

ib  Undeformed reference frame 

iB  Deformed reference frame 

  Electromechanical enthalpy 


 

Second-order 3-D strain tensor 


 

One dimensional strain (comprising of both force and moment strains) 

  Electrical potential 

E  Electric field 

r  Locus of the centroid of the cross-section in the undeformed state 

r̂  The position vector of any arbitrary material point in the undeformed cross-section 

R  Locus of undeformed material points ( r )  in the deformed configuration 

R̂  The position vector of any arbitrary material point in the deformed cross-section 

  One-dimensional force-strains 

  One-dimensional moment-strains 

S  Stiffness matrix 



xxi 
 

I  Mass matrix 

V  Linear velocity in deformed frame 

v  Linear velocity in undeformed frame 

  Angular velocity in deformed frame 

  Angular velocity in undeformed frame 

P  Linear momentum 

H  Angular momentum 

F  Internal force vector 

M  Internal moment vector 

u  Displacement vector in undeformed frame 

  Rodrigues parameter 

  Variational symbol 

U  One-dimensional strain energy 

K  One-dimensional kinetic energy  

W  Virtual work equivalent 

q  Virtual displacement vector 

  Virtual rotation vector 



xxii 
 

   Overbar indicates ‘not an exact variation’ of any function 

 
Subscripts 

 

Ac  Terms related to actuator  

Sn  Terms related to Sensor 

a  Terms represented in the body-attached frame 

b  Terms represented in the undeformed frame 

B  Terms represented in the deformed frame 

Superscripts 

 
ba

 
The transformation from frame ‘a’ to ‘b’ 

Bb
 

The transformation from frame ‘b’ to ‘B’ 

T
 

Transpose of that matrix 

( )  Derivative in 
1x  

( )  
Derivative in time (Temporal derivative) 

( )  
Tilde operator or cross-product operator 
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