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Abstract

Synchronization is a fundamental phenomenon in the collective dynamics of coupled oscilla-

tors whereby oscillators with different phases, when coupled, adjust their rhythm to a common

phase. Examples include synchronization of pacemaker cells in the heart, synchronization of

physiological rhythms, cohesive flashing of fireflies, clock synchronization in decentralized com-

puting, frequency synchronization in complex power networks, crowd synchrony on London’s

Millennium Bridge, and synchronization of neural oscillators for perceptual decision making.

The Kuramoto model is the most popular model to investigate the synchronization phenomena

in coupled oscillators. Various researchers have found sufficient coupling gains that yield syn-

chronization of Kuramoto oscillators. While synchronization in the one dimensional Kuramoto

oscillators has been studied, similar issues for synchronization of higher-order oscillators are

relatively unclear. This thesis investigates sufficient coupling gains for the synchronization of

higher-order oscillators. We address this issue for benchmark oscillators using a combination

of theoretical methods, such as the Lyapunov stability theorem, LaSalle’s invariance principle,

concepts of non-smooth Lyapunov functions, upper Dini-derivatives, and basic graph-theoretic

notions of Laplacian matrix and Spanning trees, as well as numerical simulations and experi-

mental testing. The primary contributions of this thesis are,

• Synchronization analysis has been performed using quadratic Lyapunov function and non-

smooth Lyapunov function approaches for the second-order Van der Pol and Fitzhugh Nagumo

oscillators. The cases of all-to-all topology and arbitrary connected network topologies with

v



linear diffusive couplings have been investigated to determine the sufficient coupling gains for

synchronization. It is observed that synchronization would occur if the coupling gain between

oscillators is sufficiently large. The results have been confirmed through simulations.

• Electronic set-ups for the Van der Pol oscillators and the Fitzhugh Nagumo oscillators

have been fabricated and tested for synchronization. The cases of three all-to-all networked

oscillators and four-star networked oscillators have been covered for each of the above types

of oscillators to investigate the practical threshold of coupling gain synchronization. Possible

reasons for discrepancies in analytical and experimental results are discussed.

• Networks of third-order oscillators, namely the Hindmarsh Rose oscillator, the Goodwin

oscillator, and the Ring oscillator, have been investigated to achieve synchronization using the

non-smooth Lyapunov function approach. The cases of all-to-all and arbitrary connected oscil-

lators’ networks have been covered for each of these third-order oscillators. It was found that

these oscillators synchronize for coupling gains more than some threshold values. Simulations

have confirmed these results. Next, experimental electronic set-up for three all-to-all cou-

pled Hindmarsh Rose oscillators and four all-to-all networked Ring oscillators were developed.

Again, it was observed that synchronization occurs in these third-order benchmark oscillators

with single state linear diffusive couplings when coupling gain is more than some threshold.

• The pinning control of coupled second-order oscillators has been investigated for inde-

pendent networks of Van der Pol as well as Fitzhugh Nagumo oscillators with all-to-all as well

as arbitrary connected network topologies using quadratic Lyapunov function approach. Sim-

ulations confirm the results. Electronic experimental set-ups have been fabricated for these

oscillators, and synchronization is practically achieved by using a single pinning controller.

Overall, this thesis presents case studies of synchronization of coupled second-order and third-

order benchmark oscillators that may be relevant for understanding the consensus phenomena

in complex oscillatory networks.



सार 

स िंक्रोनाइज़ेशन यगु्मित दोलक की  ािहूिक गततकी िें एक िलूभतू घटना िै ग्ि  ़े विसभन्न चरणों िाल़े 
दोलक, िब यगु्मित िोत़े िैं, तो अपनी लय को एक  ािान्य चरण  ़े  िायोग्ित करत़े िैं । उदािरणों िें हदल िें 
प़े ि़ेकर कोसशकाओिं का स िंक्रनाइज़ेशन, स िंक्रनाइज़ेशन शासिल िैं शारीररक लय, फायरफ्लाइज  की  कोइसशि 

चिक, विक़े न्रीकृत किं प्यहूटिंग िें घडी का स िंक्रनाइज़ेशन, िहटल विद्यतु ऩेटिकक  िें आिगृ्तत तलु्यकालन, लिंदन 

पर भीड  िकासलकता सिल़ेतनयि ब्रिि, और अिधारणातिक तनणकय ल़ेऩे क़े  सलए तिंब्रिका दोलक का 
स िंक्रनाइज़ेशन। यगु्मित दोलक िें कूिोटो िॉडल स िंक्रनाइज़ेशन घटना की िािंच करऩे क़े  सलए  ब ़े लोकविय 

िॉडल िै। विसभन्न शोधकताकओिं ऩे पयाकप्त यमुिन लाभ पाया िै िो कूिोटो ऑस ल़ेट क की स िंक्रनाइज़ेशन का 
उतपादन करत़े िैं| िबकक एक आयािी कूिोटो िें स िंक्रनाइज़ेशन थरथरानिाला का अध्ययन ककया गया िै, 

उच्च-क्रि क़े  थरथरानिाला क़े  स िंक्रनाइज़ेशन क़े  सलए  िान िदु्द़े अप़ेक्षाकृत ,अस्पष्ट िैं । यि थीस    उच्च-

क्रि दोलक स िंक्रनाइज़ेशन क़े  सलए पयाकप्त यमुिन लाभ की िािंच करता िै । िि एक  िंयोिन का उपयोग करत़े 
िुए बेंचिाकक  ऑस ल़ेटर क़े  सलए इ  िदु्द़े को  िंबोधधत करत़े िैं|  दै्ािंततक विधधयों, ि ै़े कक लपैनुोि ग्स्थरता 
िि़ेय, ला ़ेल क़े  आक्रािक स द्ािंत, गरै-धचकनी लपैनुोि कायों की अिधारणाएिं, ऊपरी दीनी-ड़ेररि़ेहटि और 

बतुनयादी ग्राफ-स द्ािंत लाप्लास यन िहैिक्  और स्पतैन िंग प़ेडों की धारणाए,ँ  ाथ िी  िंख्यातिक स िलु़ेशन 

और ियोगातिक पररक्षण। इ  थीस   क़े  िाथसिक योगदान िैं, 

• द्विघात का उपयोग करत़े िुए स िंक्रोनाइि़ेशन विश्ल़ेषण ककया गया िै द ूऱे क्रि क़े  िनै ड़ेर पोल और कफटजुघ 

नागिुो क़े  सलए ल्यपनुोि  िारोि दृग्ष्टकोण दोलन।  भी क़े  सलए  भी टोपोलॉिी और रैखिक डडफ्यसू ि 

कपसलिंग क़े   ाथ िनिाऩे ढिंग  ़े िुड़े ऩेटिकक  टोपोलॉिी क़े  िािलों की िािंच की गई िै ताकक पयाकप्त यमुिन लाभ 

का तनधाकरण ककया िा  क़े  तादात्य। यि द़ेिा गया िै कक अगर यमुिन क़े  बीच लाभ िोता िै तो तलु्यकालन 

िोता िै थरथरानिाला पयाकप्त रूप  ़े बडा िै। पररणािों की पगु्ष्ट स िलु़ेशन क़े  िाध्यि  ़े की गई िै। 

• िनै ड़ेर पोल ऑस ल़ेट क और कफटजुघ नागिुो ऑस ल़ेट क क़े  सलए इल़ेक्िॉतनक  ़ेट-अप तलु्यकालन क़े  सलए 

गढ़े और परीक्षण ककए गए िैं।  भी ऩेटिकक  क़े  सलए तीन क़े  िािल़े उपरोक्त िकारों िें  ़े ितय़ेक क़े  सलए 

ऑस ल़ेटर और फोर-स्टार ऩेटिकक  ऑस ल़ेटर किर ककए गए िैं थरथरानिाला यमुिन लाभ तलु्यकालन क़े  
व्याििाररक  ीिा की िािंच करऩे क़े  सलए। ििुककन विश्ल़ेषणातिक और ियोगातिक पररणािों िें वि िंगततयों 
क़े  कारणों पर चचाक की िाती िै। 

• ती ऱे क्रि क़े  थरथरानिाला क़े  ऩेटिकक , ग्ि का नाि हििंदिशक रोज ऑस ल़ेटर, गडुविन िै थरथरानिाला, और 
ररिंग थरथरानिाला, का उपयोग कर स िंक्रनाइज़ेशन िाप्त करऩे क़े  सलए िािंच की गई िै गरै-धचकनी  लपैनुोि 

फिं क्शन दृग्ष्टकोण। ऑल-टू-ऑल और अतनयिंब्रित कऩेक्ट़ेड ऑस ल़ेटर क़े  िािल़े इनिें  ़े ितय़ेक ती ऱे क्रि क़े  
ऑस ल़ेटर क़े  सलए ऩेटिकक  को किर ककया गया िै। ऐ ा पाया गया कक य़े थरथरानिाला कुछ  ीिा िलू्यों  ़े 
अधधक यमुिन लाभ क़े  सलए स िंक्रनाइज करत़े िैं। स िलु़ेशन इन पररणािों की पगु्ष्ट की िै। इ क़े  बाद, तीन  भी 



क़े  सलए ियोगातिक इल़ेक्िॉतनक  ़ेट-अप  भी यगु्मित हिण्डिा क रोज और  भी चार- भी ऩेटिकक  ररिंग 

ऑस ल़ेटर विकस त ककए गए थ़े। कफर, यि द़ेिा गया कक इन ती ऱे क्रि क़े  बेंचिाकक  ऑस ल़ेटर िें 
स िंक्रोनाइज़ेशन िोता िै| िब एकल लाभ कुछ  ीिा  ़े अधधक िो तो एकल राज्य रैखिक वि ररत यमुिन क़े  
 ाथ। 

• स्ितिंि क़े  सलए यगु्मित द ूऱे क्रि क़े  ऑस ल़ेट क क़े  वपतन िंग तनयिंिण की िािंच की गई िै िनै ड़ेर पोल क़े  ऩेटिकक  
क़े   ाथ- ाथ कफटजूघ नागिुो ऑस ल़ेटर क़े   ाथ- ाथ  भी क़े  सलए द्विघात ल्यपनुोि फिं क्शन दृग्ष्टकोण का 
उपयोग करक़े  िनिाऩे ढिंग  ़े िुड़े ऩेटिकक  टोपोलॉिी क़े  रूप िें। स िलु़ेशन पररणािों की पगु्ष्ट करें। इनक़े  सलए 

इल़ेक्िॉतनक िायोधगक  ़ेट-अप तयैार ककए गए िैं थरथरानिाला, और तलु्यकालन व्याििाररक रूप  ़े एक एकल 

वपतन िंग किं िोलर का उपयोग करक़े  िाप्त ककया िाता िै।  

कुल सिलाकर, यि थीस   यगु्मित द ूऱे क्रि और ती ऱे क्रि क़े  स िंक्रनाइज़ेशन क़े  िािल़े क़े  अध्ययन को 
िस्ततु करता िै बेंचिाकक  ऑस ल़ेटर िो  िक ्ितत की घटनाओिं को  िझऩे क़े  सलए िा िंधगक िो  कता िै 

िहटल ऑस ल़ेटरी ऩेटिकक  िें। 
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