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Abstract

In general, the falling film instability at the surface of a viscous liquid occurs under

the action of gravitational force, where the surface wave propagates downstream

through a sequence of nonlinear events and, finally, leads to a large tear-drop shape

solitary wave. Since then there have been many studies on the stability of Newtonian

liquids. The studies of viscoelastic liquid flows have piqued the interest of many

researchers because of their vast technological and medical field applications. For

example, the coating technology industries have long relied on viscoelastic liquids for

their various rheological properties. Furthermore, viscoelastic liquids can be added

for improving the performance of multigrade oils used as a lubricant in loaded journal

bearings. In addition, investigation of such liquids is very fruitful in understanding

the liquid lining flows in pulmonary airways. In this thesis, we tried to investigate

different viscoelastic liquid models under different flow conditions.

In the first study, a linear stability analysis of a surfactant-laden viscoelastic liq-

uid flowing down a slippery inclined plane is carried out under the framework of

Orr-Sommerfeld-type eigenvalue problem. It is assumed that the viscoelastic liquid

satisfies the rheological property of Walters’ liquid B′′. The Orr-Sommerfeld-type

eigenvalue problem is solved analytically and numerically based on the long-wave

analysis and Chebyshev spectral collocation method, respectively. The long-wave

analysis predicts the existence of two temporal modes, the so-called surface mode

and surfactant mode, where the first-order temporal growth rate for the surfactant

mode is zero. However, the first-order temporal growth rate for the surface mode is

non-zero, which leads to the critical Reynolds number for the surface mode. Further-

more, it is found that Rec for the surface mode reduces with the increasing value

of the viscoelastic coefficient and ensures a destabilizing effect of the viscoelastic

coefficient on the primary instability induced by the surface mode in the long-wave

regime. On the other hand, the numerical result demonstrates that the viscoelas-

tic coefficient has a non-trivial stabilizing influence on the surface mode when the

Reynolds number is far away from the onset of instability. Furthermore, if the

Reynolds number is high and the inclination angle is sufficiently low, there exists

another mode, namely the shear mode. The unstable region induced by the shear

mode magnifies significantly even for the weak effect of the viscoelastic coefficient



and makes the transition faster from stable to unstable flow configuration for the

viscoelastic liquid. Moreover, the slip length exhibits a dual role in the surface mode

as reported for the Newtonian liquid. But it exhibits only a stabilizing effect on the

shear mode. In addition, it is found that the Marangoni number also exhibits a dual

nature on the primary instability induced by the surface mode in contrast to the

result of the Newtonian liquid.

In the second study, a linear stability analysis is carried out for a contaminated

viscoelastic liquid flowing down an inclined plane when there was an externally

applied shear stress at the liquid surface, where the elastic behaviour of the liquid

follows the upper-convected Maxwell (UCM) model. The earlier work [H. H. Wei,

“Stability of a viscoelastic falling film with surfactant subjected to an interfacial

shear,” Phys. Rev. E 71, 066306 (2005)] conducted analytically in the long-wave

regime is revisited again in exploring the results in the arbitrary wavenumber regime.

An Orr-Sommerfeld-type eigenvalue problem is formed for the viscoelastic liquid

and solved both analytically and numerically by using the long-wave expansion and

Chebyshev spectral collocation technique, respectively. It is found that with the

increase in the value of the Weissenberg number, the critical Reynolds number for

the surface mode reduces, but the stable region enhances in the finite wavenumber

regime. Furthermore, the unstable domain induced by the surface mode reduces in

the presence of insoluble surfactant but enhances in the presence of applied shear

stress. If the Reynolds number is high, but the inclination angle is small, the shear

mode arises in the numerical simulation, which becomes weaker in the presence of the

Marangoni number but becomes stronger in the presence of the Weissenberg number

and applied shear stress. In a special case, it is demonstrated that the present

study recovers the results of Walters’ liquid B′′ in the limit of the low viscoelastic

parameter.

In the third part of the study, we investigate a linear stability analysis for the

Oldroyd-B liquid draining down a slippery inclined plane where a constant shear

stress is applied at the liquid surface in the streamwise direction. The aim is to

expand the previous study [E. S. G. Shaqfeh, R. G. Larson, and G. H. Fredrickson,

“The stability of gravity driven viscoelastic film-flow at low to moderate Reynolds

number,” J. Non-Newtonian Fluid Mech. 31, 87 (1989)] in the presence of imposed

shear stress when the bounding plane is slippery. The stability analysis is executed



analytically as well as numerically for low to high values of the Reynolds number,

which detects the existence of surface and shear modes. In the low Reynolds number

regime, we use the analytical long-wave asymptotic expansion to find the onset of

primary instability for the surface mode. On the other hand, we implement the

numerical Chebyshev spectral collocation technique to determine the short-wave

instability when the Reynolds number changes from a moderate to a high value. It

is found that the critical Reynolds number for the surface mode decreases with the

increasing values of the slip length and imposed shear stress, and thereby, the surface

instability occurs at a lower Reynolds number than that when the slip length and

the imposed shear stress are excluded. More specifically, the imposed shear stress

has a destabilizing effect on the surface mode when acting in the co-flow direction

but a stabilizing effect when acting in the counter-flow direction. Furthermore, the

viscosity ratio exhibits a stabilizing influence on the surface mode near the onset of

instability but exhibits a destabilizing effect far away from the onset of instability. In

the high Reynolds number regime, the primary instability induced by the shear mode

is stabilized by increasing the viscosity ratio and slip length, but can be destabilized

by applying a constant shear stress in the co-flow direction. In a special case, the

result for the surface mode corresponding to Walters’ liquid B′′ can be recovered

from that of the Oldroyd-B liquid if the viscoelastic parameter is kept at a very low

value.

For the fourth study, we take a case of horizontal channel flow of a weakly viscoelastic

liquid that follows the constitutive model of Walters’ liquid B′′. A linear stability

analysis is performed when the channel walls are slippery. In this case, the vis-

coelastic channel flow is driven by the streamwise pressure-gradient. We explore the

primary instability for a symmetric slip flow with the same slip length of the channel

walls, an asymmetric slip flow with different slip lengths of the channel walls, and

an analogy to the Poiseuille-Couette flow of a viscoelastic liquid with a slip effect on

the lower wall but no slip effect on the upper wall. We observe that the viscoelastic

parameter shows a destabilizing impact, but the slip length shows a stabilizing im-

pact on the most unstable shear mode in all three flow configurations. Moreover, the

Poiseuille and Poiseuille-Couette flows for the viscoelastic liquid are linearly more

unstable to infinitesimal disturbances than those of the Newtonian liquid. As a re-

sult, wall velocity needs to be higher than in the Newtonian liquid to stabilize the



viscoelastic Poiseuille-Couette flow. Using the asymptotic analysis, we have deter-

mined the critical value of the slip length, or equivalently, the critical value of the

lower wall velocity, above which the asymmetric slip flow and the Poiseuille-Couette

flow of the viscoelastic liquid are permanently stable to infinitesimal disturbances.



साराांश 

सामान्य तौर पर, एक श्यान द्रव की सतह पर गिरती हुई गिल्म की अस्थिरता िुरुत्वाकर्षण बल की कारषवाई के 

तहत होती है, जहाां सतह की लहर िैर-रेखीय घटनाओां के अनुक्रम के माध्यम से नीचे की ओर िैलती है और अांत 

में, एक बडे आांसू-बूांद आकार की एकान्त लहर की ओर ले जाती है। तब से नू्यटोगनयन द्रव पदार्थों की स्थिरता पर 

कई अध्ययन हुए हैं। श्यान प्रत्याि द्रव प्रवाह के अध्ययन ने इसके गवशाल तकनीकी और गचगकत्सा के्षत्र के 

अनुप्रयोिोां के कारण कई शोधकताषओां की रुगच बढा दी है। उदाहरण के गलए, कोगटांि प्रौद्योगिकी उद्योि लांबे समय 

से अपने गवगिन्न ररयोलॉगजकल िुणोां के गलए श्यान प्रत्याि द्रव पदार्थों पर गनिषर रहे हैं। इसके अलावा, लोडेड 

जनषल गबयररांग्स में से्नहक के रूप में उपयोि गकए जाने वाले मल्टीगे्रड तेलोां के प्रदशषन में सुधार के गलए श्यान 

प्रत्याि द्रव पदार्थष जोडे जा सकते हैं। इसके अलावा, िुफु्फसीय वायुमािष में द्रव अस्तर के प्रवाह को समझने में 

ऐसे द्रव पदार्थों की जाांच बहुत उपयोिी है। इस र्थीगसस में, हमने गवगिन्न प्रवाह स्थिगतयोां के तहत गवगिन्न श्यान 

प्रत्याि द्रव मॉडल की जाांच करने का प्रयास गकया। 

पहले अध्ययन में, एक गिसलन वाले झुकाव वाले सतह से नीचे बहने वाले श्यान द्रव  गजसमे अत्यगधक मात्रा में 

पृष्ठसगक्रयक गमला हुआ है ,  का एक रैस्थखक स्थिरता गवशे्लर्ण ऑर-सोमरिेल्ड-प्रकार के आइिनवैलू्य समस्या 

के ढाांचे के तहत गकया जाता है। यह माना जाता है गक श्यान प्रत्याि द्रव वाल्टसष गलगिड बी’’ की ररयोलॉगजकल 

सांपगि को सांतुष्ट करता है। ऑर-सोमरिेल्ड-प्रकार की आइिेनवैलू्य समस्या को क्रमशः  लांबी-तरांि गवशे्लर्ण 

और चेबीशेव वणषक्रमीय सह-िान गवगध के आधार पर गवशे्लर्णात्मक और सांख्यात्मक रूप से हल गकया जाता 

है। लांबी-तरांि गवशे्लर्ण दो अिायी प्रवाह, तर्थाकगर्थत सतह प्रवाह और पृष्ठसगक्रयक प्रवाह के अस्थस्तत्व की 

िगवष्यवाणी करता है, जहाां सिेक्टेंट प्रवाह के गलए प्रर्थम-क्रम अिायी वृस्थि दर शून्य है। हालााँगक, सतह प्रवाह 

के गलए प्रर्थम-क्रम अिायी वृस्थि दर िैर-शून्य है, जो सतह प्रवाह के गलए महत्वपूणष रेनॉल््डस सांख्या की ओर ले 

जाती है। इसके अलावा, यह पाया िया है गक सतह प्रवाह के गलए Rec श्यान प्रत्याि िुणाांक के बढते मूल्य के 

सार्थ कम हो जाता है और लांबी-तरांि के्षत्र में सतह प्रवाह द्वारा पे्रररत प्रार्थगमक अस्थिरता पर श्यान प्रत्याि सह-

कुशल का एक अस्थिर प्रिाव सुगनगित करता है। दूसरी ओर, सांख्यात्मक पररणाम दशाषता है गक श्यान प्रत्याि 

िुणाांक का सतह प्रवाह पर एक िैर-तुच्छ स्थिरीकरण प्रिाव होता है जब रेनॉल््डस सांख्या अस्थिरता की शुरुआत 

से बहुत दूर होती है। इसके अलावा, यगद रेनॉल््डस सांख्या अगधक है और झुकाव कोण पयाषप्त रूप से कम है, तो 

एक और प्रवाह मौजूद है, अर्थाषत् अपरूपण प्रवाह। अपरूपण प्रवाह से पे्रररत अस्थिर के्षत्र श्यान प्रत्याि िुणाांक 

के कमजोर प्रिाव के गलए िी कािी बढ जाता है और श्यान प्रत्याि द्रव के गलए स्थिर से अस्थिर प्रवाह गवन्यास 

में सांक्रमण को तेज बनाता है। इसके अलावा, जैसा गक नू्यटोगनयन द्रव के गलए ररपोटष गकया िया है, स्थिप की 

लांबाई सतह प्रवाह में दोहरी िूगमका प्रदगशषत करती है। लेगकन यह केवल अपरूपण  प्रवाह पर एक स्थिर प्रिाव 

प्रदगशषत करता है। इसके अलावा, यह पाया िया है गक मारांिोनी सांख्या नू्यटोगनयन द्रव के पररणाम के गवपरीत 

सतह प्रवाह से पे्रररत प्रार्थगमक अस्थिरता पर दोहरी प्रकृगत िी प्रदगशषत करती है। 

दूसरे अध्ययन में, एक झुके हुए सतह से नीचे बहने वाले सांदूगर्त श्यान प्रत्याि द्रव के गलए एक रैस्थखक स्थिरता 

गवशे्लर्ण गकया जाता है, जब द्रव सतह पर बाहरी रूप से लािू अपरूपण तनाव होता है, जहाां द्रव का श्यान 

व्यवहार ऊपरी-सांवहन मैक्सवेल (UCM) मॉडल का अनुसरण करता है। पहले का काम [एच. एच. वेई, "एक 

इांटरिेगशयल अपरूपण  के अधीन पृष्ठसगक्रयक के सार्थ एक श्यान प्रत्याि गिरने वाली गिल्म की स्थिरता," 

गिगजकल रेव. ई ७१, ०६६३०६ (२००५)] को लांबी-तरांि के्षत्र में गवशे्लर्णात्मक रूप से गकया िया है और 

मनमाने तरांि सांख्या  के्षत्र में पररणामोां की खोज में इसे गिर से दोहराया िया है। श्यान द्रव के गलए एक ऑर-

सोमरिेल्ड-प्रकार की आइिेनवैलू्य समस्या बनाई िई है और क्रमशः  लांबी-तरांि गवस्तार और चेबीशेव वणषक्रमीय 

सांयोजन तकनीक का उपयोि करके गवशे्लर्णात्मक और सांख्यात्मक रूप से हल गकया िया है। यह पाया िया 

है गक वीसेनबिष सांख्या के मूल्य में वृस्थि के सार्थ, सतह प्रवाह के गलए महत्वपूणष रेनॉल््डस सांख्या कम हो जाती 

है, लेगकन स्थिर के्षत्र पररगमत तरांि सांख्या के्षत्र में बढ जाता है। इसके अलावा, सतह प्रवाह से पे्रररत अस्थिर प्रवाह 

के्षत्र अघुलनशील पृष्ठसगक्रयक की उपस्थिगत में कम हो जाता है लेगकन लािू अपरूपण  तनाव की उपस्थिगत में 

बढ जाता है। यगद रेनॉल््डस सांख्या अगधक है, लेगकन झुकाव कोण छोटा है, तो सांख्यात्मक गसमुलेशन में 

https://dict.hinkhoj.com/%E0%A4%B8%E0%A4%BE%E0%A4%B0%E0%A4%BE%E0%A4%82%E0%A4%B6-meaning-in-english.words


अपरूपण  प्रवाह उत्पन्न होता है, जो मारांिोनी सांख्या की उपस्थिगत में कमजोर हो जाता है लेगकन वीसेनबिष 

सांख्या और लािू अपरूपण  तनाव की उपस्थिगत में मजबूत हो जाता है। एक गवशेर् मामले में, यह प्रदगशषत गकया 

िया है गक वतषमान अध्ययन कम श्यान पैरामीटर की सीमा में वाल्टसष गलगिड बी''  के पररणामोां को पुनप्राषप्त 

करता है। 

अध्ययन के तीसरे िाि में, हम एक गिसलन वाले झुकाव वाले सतह से नीचे बहने वाले ओल्डर ोयड-बी द्रव के 

गलए एक रैस्थखक स्थिरता गवशे्लर्ण की जाांच करते हैं, जहाां धारा की गदशा में द्रव सतह पर एक गनरांतर अपरूपण  

तनाव लािू होता है। इसका उदे्दश्य गपछले अध्ययन का गवस्तार करना है [ई. एस. जी. शक्फेह, आर. जी. लासषन, 

और जी. एच. फे्रगडर कसन, "गनम्न से मध्यम रेनॉल््डस सांख्या पर िुरुत्वाकर्षण सांचागलत श्यान प्रत्याि गिल्म-

प्रवाह की स्थिरता," जे. नॉन-नू्यटोगनयन फू्लइड मेक. ३१, ८७ (१९८९)] जब बाउां गडांि सतह गिसलन िरा होता 

है तो लिाए िए अपरूपण  तनाव की उपस्थिगत में। स्थिरता गवशे्लर्ण को रेनॉल््डस सांख्या के गनम्न से उच्च मूल्योां 

के गलए गवशे्लर्णात्मक और सार्थ ही सांख्यात्मक रूप से गनष्पागदत गकया जाता है, जो सतह और अपरूपण  

प्रवाह के अस्थस्तत्व का पता लिाता है। कम रेनॉल््डस सांख्या के्षत्र में, हम सतह प्रवाह के गलए प्रार्थगमक अस्थिरता 

की शुरुआत का पता लिाने के गलए गवशे्लर्णात्मक लांबी-तरांि स्पशोनु्मख गवस्तार का उपयोि करते हैं। दूसरी 

ओर, जब रेनॉल््डस सांख्या मध्यम से उच्च मान में बदलती है तो हम शॉटष-वेव अस्थिरता को गनधाषररत करने के 

गलए सांख्यात्मक चेबीशेव वणषक्रमीय सांयोजन तकनीक लािू करते हैं। यह पाया िया है गक सतह प्रवाह के गलए 

महत्वपूणष रेनॉल््डस सांख्या स्थिप लांबाई और लिाए िए अपरूपण  तनाव के बढते मूल्योां के सार्थ घट जाती है, 

और इस प्रकार, सतह अस्थिरता कम रेनॉल््डस सांख्या पर होती है जब स्थिप लांबाई और लिाए िए अपरूपण  

तनाव होते हैं छोडा िया। अगधक गवशेर् रूप से, सह-प्रवाह गदशा में कायष करते समय लिाया िया अपरूपण  

तनाव सतह प्रवाह पर एक अस्थिर प्रिाव डालता है, लेगकन प्रगत-प्रवाह गदशा में कायष करते समय एक स्थिर 

प्रिाव डालता है। इसके अलावा, श्यानता अनुपात अस्थिरता की शुरुआत के गनकट सतह प्रवाह पर एक स्थिर 

प्रिाव प्रदगशषत करता है लेगकन अस्थिरता की शुरुआत से दूर एक अस्थिर प्रिाव प्रदगशषत करता है। उच्च 

रेनॉल््डस सांख्या के्षत्र में, अपरूपण  प्रवाह से पे्रररत प्रार्थगमक अस्थिरता को श्यानता अनुपात और स्थिप लांबाई 

में वृस्थि करके स्थिर गकया जाता है, लेगकन सह-प्रवाह गदशा में गनरांतर अपरूपण  तनाव लािू करके इसे अस्थिर 

गकया जा सकता है। एक गवशेर् मामले में, यगद श्यान प्रत्याि पैरामीटर को बहुत कम मूल्य पर रखा जाता है, 

तो वाल्टसष गलगिड बी''  के अनुरूप सतह प्रवाह का पररणाम ओल्डरॉयड-बी द्रव से पुनप्राषप्त गकया जा सकता 

है। 

चौरे्थ अध्ययन के गलए, हम एक कम श्यान द्रव के कै्षगतज चैनल प्रवाह का मामला लेते हैं जो वाल्टसष गलगिड बी'' 

के सांवैधागनक मॉडल का अनुसरण करता है। जब चैनल की दीवारें  गिसलन िरी होती हैं तो एक रैस्थखक स्थिरता 

गवशे्लर्ण गकया जाता है। इस मामले में, श्यान प्रत्याि चैनल प्रवाह स्ट्र ीमवाइज दबाव ढाल द्वारा सांचागलत होता 

है। हम चैनल की दीवारोां की समान स्थिप लांबाई के सार्थ एक समगमत स्थिप प्रवाह के गलए प्रार्थगमक अस्थिरता 

का पता लिाते हैं, चैनल की दीवारोां की अलि-अलि स्थिप लांबाई के सार्थ एक असमगमत स्थिप प्रवाह, और 

एक श्यान प्रत्याि द्रव के पॉइजुइल-कूएट प्रवाह के सादृश्य का पता लिाते हैं। गनचली दीवार पर गिसलन का 

प्रिाव है लेगकन ऊपरी दीवार पर कोई गिसलन का प्रिाव नही ां है। हम देखते हैं गक श्यान प्रत्याि पैरामीटर 

एक अस्थिर प्रिाव गदखाता है, लेगकन स्थिप लांबाई सिी तीन प्रवाह गवन्यासोां में सबसे अस्थिर अपरूपण  प्रवाह 

पर एक स्थिर प्रिाव गदखाती है। इसके अलावा, श्यान प्रत्याि द्रव के गलए पॉइजुइल और पॉइजुइल-कूएट प्रवाह 

नू्यटोगनयन द्रव की तुलना में असीम छेडछाड के गलए रैस्थखक रूप से अगधक अस्थिर हैं। पररणामस्वरूप, श्यान 

प्रत्याि पॉइजुइल-कूएट प्रवाह को स्थिर करने के गलए दीवार का वेि नू्यटोगनयन द्रव की तुलना में अगधक होना 

चागहए। एगसम्प्टोगटक गवशे्लर्ण का उपयोि करते हुए, हमने स्थिप लांबाई का महत्वपूणष मूल्य, या समकक्ष, गनचली 

दीवार वेि का महत्वपूणष मूल्य गनधाषररत गकया है, गजसके ऊपर असमगमत स्थिप प्रवाह और श्यान प्रत्याि द्रव 

का पॉइजुइल-कूएट प्रवाह अनांगतम छेडछाड के गलए िायी रूप से स्थिर है। . 
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