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Abstract

In this thesis, we study twisted derivations in group rings and algebraic number fields. The

theory of derivations has been developed in rings and various algebras and helps to study and

understand their structure. Derivations play an essential role in mathematics and physics.

They are extensively investigated in physics and engineering. The motivation to study twisted

derivations in group rings and algebraic number fields comes from the fact that twisted deriva-

tions have vast applications in mathematics, physics, other sciences, and social sciences and

have received little attention in these algebraic structures. Therefore, this thesis aims to con-

tribute to studying twisted derivations in these two critical algebraic structures, namely, group

rings and algebraic number fields. Also, applications of twisted derivations in these algebraic

structures have been explored in Coding Theory. The thesis assumes the reader’s knowledge of

group, ring, field, module, basic structure theory of these algebraic structures, and basic coding

theory. The thesis has been divided into ten chapters.

Let R be a commutative ring with unity, and A and B be R-algebras with A ⊆ B. Let σ, τ : A →
B be two R-algebra homomorphisms. A (σ, τ)-derivation or twisted derivation D : A → B is an

R-linear map that satisfies the twisted generalized identity: D(αβ) = D(α)τ(β)+σ(α)D(β) for

all α, β ∈ A. It is called inner if there exists some γ ∈ B such that D(α) = γτ(α)− σ(α)γ for

all α ∈ A. If D is not inner, then it is called outer. When σ = τ , then a (σ, τ)-derivation, inner

(σ, τ)-derivation, and outer (σ, τ)-derivation are simply called σ-derivation, inner σ-derivation,

and outer σ-derivation, respectively. When σ = τ = idA, then a (σ, τ)-derivation satisfies the

usual Leibniz rule: D(αβ) = D(α)β + αD(β) for all α, β ∈ A, and then a (σ, τ)-derivation,

inner (σ, τ)-derivation, and outer (σ, τ)-derivation are called derivation, inner derivation, and

outer derivation, respectively. Analogously, we define these concepts for the twisted derivations

of an arbitrary ring R. But in this case, we do not consider the R-linearity condition. Here, D

must only be additive and satisfy the twisted Leibnitz rule.
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viii Abstract

In Chapter 1, we introduce the work carried out in the thesis. We discuss the ABT structure

of the thesis. “A” stands for “and,” which signifies what is already known in literature. This

can be found in sections 1.1, 1.2, 1.3 and 1.4 of Chapter 1. In Section 1.1, we discuss the

motivation behind picking up this topic. Section 1.2 discusses the basic definitions required to

understand the developed theory. Section 1.3 discusses the literature on twisted derivations in

group rings. In Section 1.4, we discuss the literature available on twisted derivations in algebraic

number fields. “B” stands for “but,” which signifies the gaps in the existing literature that need

to be filled and unknowns that need to be discovered. Finally, “T” stands for “therefore,” which

signifies what we aim to do further. “B” and “T” have been discussed in Section 1.5 of Chapter

1, in which we discuss the research problems worked upon in this thesis.

In Chapter 2, we discuss the preliminaries required in the remaining chapters of the thesis.

In Section 2.1, we state some necessary lemmas on twisted derivations. In Section 2.2, we

give some known results from group theory such as results on conjugacy classes of some crucial

groups (for example, dihedral group D2n, dicyclic group T4n, semi-dihedral group SD8n and V8n),

universal property of free groups, doubly-twisted conjugacy classes and some results on them,

group homomorphisms from D2m to D2n. In Section 2.3, we state some well-known definitions

and results from the theory of group rings, such as the augmentation ideal, Maschke’s theorem,

Wedderburn-Artin Theorem, class sums, the concept of group ring matrices, and various ex-

citing and valuable results concerning these group matrices. In Section 2.4, we discuss some

results from the theory of linear algebra over commutative rings. In Section 2.5, we state basic

definitions and results from algebraic number theory. In Section 2.6, we discuss some basic

definitions from coding theory and some known results on zero-divisor and unit-derived codes

from group rings.

In Chapter 3, we study the derivations of group algebras of some influential groups, namely,

Dihedral (D2n), Dicyclic (T4n) and Semi-dihedral (SD8n). First, we explicitly classify all inner

derivations of a group algebra FG of a finite group G over an arbitrary field F. Then we

classify all F-derivations of the group algebras FD2n, FT4n and F(SD8n) when F is a field of

characteristic 0 or an odd rational prime p by giving the dimension and an explicit basis of

these derivation algebras. We explicitly describe all inner derivations of these group algebras

over an arbitrary field. Finally, we classify all the above group algebras derivations when F is

an algebraic extension of a prime field. In particular, when F is an algebraic extension of a

prime field, we give a sufficient condition under which these group algebras have a non-trivial

outer derivation, thus answering the derivation problem in these group algebras.
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In Chapter 4, we study inner and outer derivations of the group algebra FV8n of V8n, a group of

order 8n (n a positive integer) with presentation ⟨a, b | a2n = b4 = 1, ba = a−1b−1, b−1a = a−1b⟩
over a field F of characteristic 0 or an odd rational prime p. We explicitly classify all the

inner and outer derivations of the group algebra FV8n. First, we explicitly classify all the F-
derivations of FV8n by giving the dimension and a basis of the derivation algebra consisting of

all F-derivations of FV8n. Consequently, we classify all inner and outer derivations of FV8n

when F is an algebraic extension of a prime field. Thus, we establish that all the derivations

of FV8n are inner when the characteristic of F is 0 or p with p relatively prime to n, and that

non-zero outer derivations exist only in the case when the characteristic of F is p with p dividing

n.

In Chapter 5, we study (σ, τ)-derivations of group rings in terms of generators and relators of

the group. Leo Creedon and Kieran Hughes in [25] studied derivations of group ring RG (R a

commutative unital ring) in terms of generators and relators of group G. In this chapter, we

do that for (σ, τ)-derivations. We develop a necessary and sufficient condition such that a map

f : X → RG can be extended uniquely to a (σ, τ)-derivation D of RG, where R is a commutative

ring with unity, G is a group having a presentation ⟨X | Y ⟩ (X the set of generators and Y the

set of relators) and (σ, τ) is a pair of endomorphisms of RG which are R-linear extensions of

the group homomorphisms of G. Further, we classify all inner (σ, τ)-derivations of the group

algebra FG of a finite group G over an arbitrary field F in terms of the dimension and a basis of

the corresponding F-vector space consisting of all inner (σ, τ)-derivations of FG. We also prove

that if R is a unital ring and G is a group whose order is invertible in R, then every (σ, τ)-

derivation of RG is inner. We finally apply the results obtained above to classify all inner and

outer σ-derivations of dihedral group algebras FD2n (D2n = ⟨a, b | an = b2 = 1, b−1ab = a−1⟩,
n ≥ 3) over an arbitrary field F of any characteristic, thus answering the twisted derivation

problem in dihedral group algebras.

In Chapter 6, we study inner and outer twisted or (σ, τ)-derivations of the group ring RG of

a finite cyclic group G over a commutative ring R with unity. Let R be a commutative ring

with unity, G be a finite cyclic group, and (σ, τ) be a pair of R-algebra endomorphisms of the

group algebra RG, which are R-linear extensions of the group endomorphisms of G. We give

two characterizations concerning (σ, τ)-derivations of the group ring RG. First, we provide

a necessary and sufficient condition for an R-linear map D : RG → RG with D(1) = 0 to

be a (σ, τ)-derivation. Second, we develop a necessary and sufficient condition for a (σ, τ)-

derivation of RG to be inner. We also illustrate our theorems with the help of examples.
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As a consequence of these two characterizations, we answer the well-known twisted derivation

problem for RG: Under what conditions are all (σ, τ)-derivations of RG inner? Or is the space

of outer twisted derivations trivial? More precisely, we give a sufficient condition under which

all (σ, τ)-derivations of RG are inner and a sufficient condition under which RG has non-

trivial outer (σ, τ)-derivations. Our result helps in generating several examples of non-trivial

outer (σ, τ)-derivations.

In Chapter 7, we study (σ, τ)-derivations of number rings by considering them as commutative

unital Z-algebras. We begin by characterizing all (σ, τ)-derivations and inner (σ, τ)-derivations

of the ring of algebraic integers of a quadratic number field. Then we characterize all (σ, τ)-

derivations of the ring of algebraic integers Z[ζ] of a pth-cyclotomic number field Q(ζ) (p odd

rational prime and ζ a primitive pth-root of unity). We also conjecture (using SAGE and

MATLAB) an “if and only if” condition for a (σ, τ)-derivation D on Z[ζ] to be inner. We

further characterize all (σ, τ)-derivations and inner (σ, τ)-derivations of the bi-quadratic number

ring Z[
√
m,

√
n] (m, n distinct square-free rational integers). In each of the above cases, we

also determine the rank and an explicit basis of the derivation algebra consisting of all (σ, τ)-

derivations of the number ring.

In Chapter 8, we study twisted derivations in algebraic number fields. Let A be a commutative

ring with unity, B = A[θ] (for some θ ∈ B integral over A) be an integral domain with quotient

field K, and E be the minimal splitting field of θ over K. Suppose σ, τ : B → E are ring

homomorphisms that fix A element-wise. We prove that an A-linear map D : B → E with

D(1) = 0 satisfying certain conditions is a (σ, τ)-derivation. Consequently, we obtain results

on twisted derivations in algebraic number fields and their ring of algebraic integers. For the

ring of algebraic integers, OK = Z[ζ] of the cyclotomic number field K = Q(ζ) (ζ an nth

primitive root of unity), and a pair (σ, τ) of two different Z-algebra endomorphisms of OK,

we conjecture a necessary and sufficient condition for a (σ, τ)-derivation D : OK → OK to be

inner. This is done for two different forms of n: (i) n = 2rp (r ∈ N and p an odd rational

prime), and (ii) n = pk (k ∈ N and p any rational prime). We also conjecture the existence

and non-existence of non-zero outer derivations for the above two forms of n, thus answering

the twisted derivation problem.

In Chapter 9, we study the applications of the work done in the previous six chapters from

3 to 8 in algebraic coding theory. We construct good parameter codes, some of which have

additional properties, such as optimal, self-dual, self-orthogonal, and LCD. We give the notion
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of an “image of derivation-derived code”. Also, we show that derivations occur as zero-divisor

and unit-derived codes.

Finally, in Chapter 10, we conclude all the thesis findings by highlighting the main contributions

of the thesis. We also give several future research directions arising out of the work carried out

in this thesis.
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सार 
 

 

इस  थीससस में, हम ग्रुप रर िंग्स और  अलजेब्राइक निंबर फ़ील्ड्स में ट्विस्टेड डेररिेशन का अध्ययन करते हैं। डेररिेशन्स का 
ससद्ािंत ररिंग्स और  विसिन्न अलजेबराज़ में विकससत ककया गया है और  उनकी सिंरचना का अध्ययन करने और  समझने 
में मदद  करता है। डेररिेशन्स गणित और  िौततकी में एक  महत्िपूिण िूसमका तनिाती हैं। िौततकी और  इिंजीतनयररिंग में 
उनकी व्यापक रूप से जािंच की जाती है। ग्रुप रर िंग्स और  अलजेब्राइक निंबर फ़ील्ड्स में ट्विस्टेड डेररिेशन्स का अध्ययन 

करने की प्रेरिा इस तथ्य से समलती है कक ट्विस्टेड डेररिेशन्स के गणित, िौततकी, अन्य विज्ञानों और  सामाजजक विज्ञानों 
में विशाल अनुप्रयोग हैं और इन बीजगणितीय सिंरचनाओिं में बहुत कम ध्यान ददया गया है। इससलए, इस  शो् प्रबिं् का 
उददेश्य इन  दो महत्िपूिण बीजगणितीय सिंरचनाओिं, अथाणत  ् ग्रुप रर िंग्स और  अलजेब्राइक निंबर फ़ील्ड्स में ट्विस्टेड 

डेररिेशन्स का अध्ययन करने में योगदान करना है। इसके अलािा, इन  बीजगणितीय सिंरचनाओिं में ट्विस्टेड डेररिेशन्स 

के अनुप्रयोगों को कोडड िंग ससद्ािंत में खोजा गया है। थीससस ग्रुप, रर िंग, फील्डड, मॉ्यूल, इन बीजगणितीय सिंरचनाओिं के 

बुतनयादी सिंरचना ससद्ािंत और  बुतनयादी कोडड िंग ससद्ािंत के बारे में पाठक के ज्ञान को मानता है। इस शो् प्रबिं् को दस 

अध्यायों में वििाजजत ककया गया है। 

 

मान लीजजए कक R यूतनटी के साथ एक  कम्यूटेदटि रर िंग है, और 𝒜 और  ℬ, 𝒜 ⊆ ℬ के साथ R-अल्डजेब्रा हैं। मान लीजजए σ, 

τ: 𝒜 → ℬ दो R-अल्डजेब्रा होमोमोकफण जम्स हैं। एक (σ, τ)-डेररिेशन या ट्विस्टेड डेररिेशन्स D: 𝒜 → ℬ एक  R-लीतनयर 

मैप है जो ट्विस्टेड सामान्यीकृत पहचान को सिंतुष्ट करता हैैः D(αβ) = D(α)τ(β) + σ(α)D(β), सिी α, β ∈ 𝒜 के सलए। 

इसे इनर  कहा जाता है  यदद कुछ γ ∈ ℬ मौजूद है ताकक D(α) = γτ(α) − σ(α)γ, सिी α ∈ 𝒜 के सलए। यदद D इनर  नहीिं है, 

तो इसे आउटर  कहा जाता है। जब σ = τ है, तो एक  (σ, τ)-डेररिेशन, इनर  (σ, τ)-डेररिेशन, और  आउटर  (σ, τ)-डेररिेशन 

को क्रमशैः σ-डेररिेशन, इनर  σ-डेररिेशन, और  आउटर  σ-डेररिेशन कहा जाता है। जब σ = τ = idA तो  एक   (σ, τ)-डेररिेशन 

सामान्य लीबतनज़ तनयम को सिंतुष्ट करती हैैः D(αβ) = D(α)β + αD(β), सिी α, β ∈ 𝒜 के सलए, और  कफर  एक  (σ, τ)-

डेररिेशन, इनर  (σ, τ)-डेररिेशन, और  आउटर  (σ, τ)-डेररिेशन को क्रमशैः डेररिेशन, इनर  डेररिेशन और  आउटर  डेररिेशन 

कहा जाता है। समान रूप से, हम  इन  अि्ारिाओिं को एक  मनमाने ररिंग R के ट्विस्टेड डेररिेशन्स के सलए पररिावित 

करते हैं। लेककन इस  मामले में, हम R-लीतनयररटी की जस्थतत पर  विचार नहीिं करते हैं। यहााँ, D को केिल अदददतीि होना 
चादहए और  ट्विस्टेड लीबतनट्ज़ तनयम को सिंतुष्ट करना चादहए। 

 



अध्याय 1 में, हम शो् प्रबिं् में ककए गए कायण का पररचय देते हैं। हम थीससस की ABT सिंरचना पर  चचाण करते हैं। "A" का 
अथण है "और", जो सादहत्य में पहले से ही ज्ञात है। यह  अध्याय 1 की ्ारा 1.1,1.2,1.3 और  1.4 में पाया जा सकता है। खिंड 

1.1 में, हम इस वििय को उठाने के पीछे की प्रेरिा पर  चचाण करते हैं। खिंड 1.2 विकससत ससद्ािंत को समझने के सलए 

आिश्यक बुतनयादी पररिािाओिं पर  चचाण करता है। खिंड 1.3 में ग्रुप ररिंग्स में ट्विस्टेड डेररिेशन्स पर  सादहत्य पर  चचाण की 
गई  है। ्ारा 1.4 में, हम अलजेब्राइक निंबर फ़ील्ड्स में ट्विस्टेड डेररिेशन्स पर  उपलब्् सादहत्य पर चचाण करते हैं। "B" का 
अथण है "लेककन", जो मौजूदा सादहत्य में उन अिंतरालों को दशाणता है जजन्हें  िरने की आिश्यकता है और अज्ञात जजन्हें  
खोजने की आिश्यकता है। अिंत में, "T" का अथण है "इससलए", जो दशाणता है कक हम आगे क्या करने का लक्ष्य रखते हैं। "B" 

और  "T" की चचाण अध्याय 1 की ्ारा 1.5 में की गई  है, जजसमें हम  इस थीससस में काम की गई शो् समस्याओिं पर  चचाण 
करते हैं। 

 

अध्याय 2 में, हम थीससस के शेि अध्यायों में आिश्यक प्रारिंसिक बातों पर चचाण करते हैं। ्ारा 2.1 में, हम ट्विस्टेड 

डेररिेशन्स पर कुछ आिश्यक लेम्मा का उल्डलेख करते हैं। खिंड 2.2 में, हम ग्रुप ससद्ािंत से कुछ ज्ञात पररिाम देते हैं जैसे 
कक कुछ महत्िपूिण ग्रुप्स के किं ज्यूगेसी क्लासेज पर  पररिाम (उदाहरि के  सलए, डायहेड्रल ग्रुप D2n, डाइसाइजक्लक ग्रुप 

T4n, अ्ण-डायहेड्रल ग्रुप SD8n और  V8n), फ्री ग्रुप्स की यूतनिसणल प्रॉपटी, डबली-ट्विस्टेड किं ज्यूगेसी क्लासेज और  उन पर 

कुछ पररिाम, D2m से D2n तक ग्रुप होमोमोकफण जम्स। सेक्शन 2.3 में, हम ग्रुप ररिंग्स के ससद्ािंत से कुछ प्रससद् 

पररिािाओिं और  पररिामों को बताते हैं, जैसे कक ऑग्मेंटेशन आइडडयल, मास््के थ्योरम, िेडरबनण-आदटणन थ्योरम, क्लास 

सम , ग्रुप रर िंग मैदिक्सज की अि्ारिा, और  इन  ग्रुप मैदिक्सज से सिंबिंध्त विसिन्न रोमािंचक और  मूल्डयिान पररिाम। 

खिंड 2.4 में, हम कम्यूटेदटि रर िंग्स पर  लीतनयर अलजेब्रा के ससद्ािंत से कुछ पररिामों पर  चचाण करते हैं। खिंड 2.5 में, हम 

अलजेब्राइक निंबर ससद्ािंत से बुतनयादी पररिािाओिं और  पररिामों को बताते हैं। खिंड 2.6 में, हम  कोडड िंग ससद्ािंत से कुछ 

बुतनयादी पररिािाओिं और  ग्रुप रर िंग्स से जीरो डडिाइज़र और  यूतनट-व्युत्पन्न कोड पर  कुछ ज्ञात पररिामों पर  चचाण करते 
हैं। 

 

अध्याय 3 में, हम कुछ प्रिािशाली ग्रुप्स, अथाणत ् डाइहेड्रल (D2n), डाइसाइजक्लक (T4n) और सेमी-डाइहेड्रल 
(SD8n) के ग्रुप अलजेब्रा की डेररिेशन्स का अध्ययन करते हैं।. सबसे पहले, हम स्पष्ट रूप से एक फाइनाइट 
ग्रुप G के ग्रुप अलजेब्रा के सिी इनर डेररिेशन्स को एक मनमाने फील्डड 𝔽 पर िगीकृत करते हैं। कफर हम 
ग्रुप अलजेब्रा 𝔽D2n, 𝔽T4n और 𝔽(SD8n) के सिी 𝔽-डेररिेशन्स को िगीकृत करते हैं इन डेररिेशन अलजेब्रा का 
डायमेंशन और एक स्पष्ट बेससस देकर जब 𝔽 कैरेक्टररजस्टक 0 या एक ओड रेशनल प्राइम p की फील्डड है। 
हम स्पष्ट रूप से एक मनमाने फील्डड पर इन ग्रुप अलजेब्रा की सिी इनर डेररिेशन्स का ििणन करते हैं। अिंत 
में, हम उपरोक्त सिी ग्रुप अलजेब्रा डेररिेशन्स को तब िगीकृत करते हैं जब 𝔽 एक प्राइम फील्डड का अलजेब्राइक 
विस्तार होता है। विशेि रूप से, जब 𝔽 एक प्राइम फील्डड का अलजेब्राइक विस्तार होता है, तो हम एक पयाणप्त 
शतण देते हैं जजसके तहत इन ग्रुप अलजेब्रा में एक गैर-तु्छ आउटर डेररिेशन होती है, इस प्रकार इन ग्रुप 
अलजेब्रा में डेररिेशन समस्या का उत्तर देते हैं। 
 



अध्याय 4 में, हम V8n, जो 8n क्रम (n एक पॉजजदटि इजन्टजर) का एक ग्रुप है प्रेजेंटेशन ⟨a, b। a2n = b4 
= 1, ba = a-1b-1, b-1a = a-1b⟩ के साथ, के ग्रुप अलजेब्रा 𝔽V8n के इनर और आउटर डेररिेशन्स का अध्ययन 
करते हैं, एक कैरेक्टररजस्टक 0 या एक ओड रेशनल प्राइम p फील्डड 𝔽 पर। हम स्पष्ट रूप से ग्रुप अलजेब्रा 
𝔽V8n के सिी इनर और आउटर डेररिेशन्स को िगीकृत करते हैं। सबसे पहले, हम 𝔽V8n के सिी 𝔽-डेररिेशन्स 
से समलकर डेररिेशन अलजेब्रा का डायमेंशन और एक स्पष्ट बेससस देकर 𝔽V8n के सिी 𝔽-डेररिेशन्स को स्पष्ट 
रूप से िगीकृत करते हैं। नतीजतन, हम 𝔽V8n के सिी इनर और आउटर डेररिेशन्स को िगीकृत करते हैं जब 
𝔽 एक प्राइम फील्डड का अलजेब्राइक विस्तार होता है। इस प्रकार हम यह स्थावपत करते हैं कक 𝔽V8n की सिी 
डेररिेशन्स इनर होती हैं जब 𝔽 की कैरेक्टररजस्टक 0 या p होती है, p और n अपेक्षाकृत प्राइम होते है, और 
गैर-शून्य आउटर डेररिेशन्स केिल उस जस्थतत में मौजूद होती हैं जब 𝔽 की कैरेक्टररजस्टक p होती है, p और 
n अपेक्षाकृत प्राइम नहीिं होते है। 
 
अध्याय 5 में, हम ग्रुप के जनरेटर और ररलेटर के सिंदिण में ग्रुप ररिंग्स के (σ, τ)-डेररिेशन्स का अध्ययन करते 
हैं। सलयो क्रीडन और कीरन ह्यूजेस [25] ने ग्रुप G के जनरेटर और ररलेटर के सिंदिण में ग्रुप ररिंग RG (R 
एक कम्यूटेदटि यूतनटल ररिंग) की डेररिेशन्स का अध्ययन ककया। इस अध्याय में, हम (σ, τ)-डेररिेशन्स के 
सलए ऐसा करते हैं। हम एक आिश्यक और पयाणप्त शतण विकससत करते हैं कक एक मैप f:X → RG को RG 
के एक (σ, τ)-डेररिेशन D तक विसशष्ट रूप से विस्ताररत ककया जा सकता है, जहािं R यूतनटी के साथ एक 
कम्यूटेदटि ररिंग है, G एक प्रस्तुतत ⟨X।Y⟩ (X जनरेटरों का सेट और Y ररलेटरों का सेट) और (σ, τ) RG के 
एिंडोमोकफण ज्म की एक जोडी है जो G के ग्रुप होमोमोकफण ज्म के R-लीतनयर एक्सटेंशन हैं। इसके अलािा, हम 
एक फाइनाइट ग्रुप G के ग्रुप अलजेब्रा 𝔽G के सिी इनर (σ, τ)-डेररिेशन्स को एक मनमाने फील्डड 𝔽 पर 
डायमेंशन और 𝔽G के सिी इनर (σ, τ)-डेररिेशन्स से युक्त सिंबिंध्त 𝔽-िेक्टर स्पेस के स्पष्ट बेससस के सिंदिण 
में िगीकृत करते हैं। हम यह िी साबबत करते हैं कक यदद R एक यूतनटल ररिंग है और G एक ग्रुप है जजसका 
क्रम R में इन्िेदटणबल है, तो RG का प्रत्येक (σ, τ)-डेररिेशन इनर है। हम अिंत में ऊपर प्राप्त पररिामों को 
ककसी िी कैरेक्टररजस्टक के एक मनमाने फील्डड 𝔽 पर डायहेड्रल ग्रुप अल्डजेब्रा 𝔽D2n (D2n = ⟨a, b। an = b2 
= 1, b-1ab = a-1⟩, n ≥ 3) के सिी इनर और आउटर σ-डेररिेशन्स को िगीकृत करने के सलए लागू करते 
हैं, इस प्रकार डायहेड्रल ग्रुप अलजेब्रा में ट्विस्टेड डेररिेशन समस्या का उत्तर देते हैं। 
 
अध्याय 6 में, हम एक फाइनाइट साइजक्लक ग्रुप G के ग्रुप ररिंग RG के इनर और आउटर ट्विस्टेड या (σ, 
τ)-डेररिेशन्स का अध्ययन एक कम्यूटेदटि यूतनटल ररिंग R पर करते हैं। मान लीजजए कक R यूतनटी के साथ 
एक कम्यूटेदटि ररिंग है, G एक फाइनाइट साइजक्लक ग्रुप है, और (σ, τ) ग्रुप अलजेब्रा RG के R-अल्डजेब्रा 
एिंडोमोकफण ज्म का एक जोडा है, जो G के ग्रुप एिंडोमोकफण ज्म के R-लीतनयर विस्तार हैं। हम ग्रुप ररिंग RG के 
(σ, τ)-डेररिेशन्स से सिंबिंध्त दो लक्षि ििणन देते हैं। सबसे पहले, हम एक R-लीतनयर मैप D:RG → RG, 
D(1) = 0 के साथ, को एक (σ, τ)-डेररिेशन होने के सलए एक आिश्यक और पयाणप्त शतण प्रदान करते हैं। 
दसूरा, हम RG के एक (σ, τ)-डेररिेशन को इनर होने के सलए एक आिश्यक और पयाणप्त जस्थतत विकससत 
करते हैं। हम उदाहरिों की मदद से अपने प्रमेयों को िी स्पष्ट करते हैं। इन दो लक्षि ििणनों के पररिामस्िरूप, 
हम RG के सलए प्रससद् ट्विस्टेड डेररिेशन समस्या का उत्तर देते हैंैः ककन पररजस्थततयों में RG के सिी (σ, 



τ)-डेररिेशन्स इनर हैं? या आउटर ट्विस्टेड डेररिेशन्स का स्थान तु्छ है? अध्क सटीक रूप से, हम एक 
पयाणप्त शतण देते हैं जजसके तहत RG के सिी (σ, τ)-डेररिेशन्स इनर और एक पयाणप्त जस्थतत है जजसके तहत 
RG में गैर-तु्छ आउटर (σ, τ)-डेररिेशन्स हैं। हमारा पररिाम गैर-तु्छ आउटर (σ, τ)-डेररिेशन्स के कई 
उदाहरि उत्पन्न करने में मदद करता है। 
 
अध्याय 7 में, हम निंबर ररिंग्स के (σ, τ)-डेररिेशन्स का अध्ययन उन्हें कम्यूटेदटि यूतनटल ℤ-अलजेब्रा के रूप 
में मानते हुए करते हैं। हम एक क्िाड्रदटक निंबर फील्डड के अलजेब्राइक इजन्टजसण के ररिंग के सिी (σ, τ)-
डेररिेशन्स और इनर (σ, τ)-डेररिेशन्स को धचजह्नत करके शुरू करते हैं। कफर हम एक pth-साइक्लोटोसमक निंबर 
फील्डड ℚ(ζ) (p ओड रेशनल प्राइम और ζ यूतनटी का एक वप्रसमदटि pth-रूट) के अलजेब्राइक इजन्टजसण ℤ[ζ] के 
ररिंग की सिी (σ, τ)-डेररिेशन्स को धचजह्नत करते हैं। हम (SAGE और MATLAB का उपयोग करते हुए) 
ℤ[ζ] पर एक (σ, τ)-डेररिेशन D के इनर होने के सलए एक "यदद और केिल यदद" शतण का िी अनुमान लगाते 
हैं। हम आगे बाय-क्िाड्रदटक निंबर ररिंग ℤ[√m, √n] (m, n अलग स्क्िायर-फ्री रेशनल इजन्टजसण) के सिी (σ, 
τ)-डेररिेशन्स और इनर (σ, τ)-डेररिेशन्स को धचजह्नत करते हैं।. उपरोक्त प्रत्येक मामले में, हम निंबर ररिंग 
के सिी (σ, τ)-डेररिेशन्स से समलकर डेररिेशन अलजेब्रा की रैंक और एक स्पष्ट बेससस िी तन्ाणररत करते 
हैं। 
 
अध्याय 8 में, हम अलजेब्राइक निंबर फ़ील्ड्स में ट्विस्टेड डेररिेशन्स का अध्ययन करते हैं। मान लीजजए कक 
A, यूतनटी के साथ एक कम्यूटेदटि ररिंग है, B = A[θ] (A पर कुछ θ ∈ B इिंटीग्रल के सलए) कोशेंट फील्डड 𝕂 
के साथ एक इिंटीग्रल डोमेन है, और 𝔼, 𝕂 पर θ का न्यूनतम जस्प्लदटिंग फील्डड है। मान लीजजए कक σ, τ:B 
→ 𝔼 ररिंग होमोमोकफण ज़्म हैं जो A को एसलमेंट-िाइज कफक्स करते हैं। हम साबबत करते हैं कक एक A-लीतनयर 
मैप D:B → 𝔼, D(1) = 0 के साथ, जो कुछ शतों को सिंतुष्ट करता है, एक (σ, τ)-डेररिेशन है। नतीजतन, 
हम अलजेब्राइक निंबर फ़ील्ड्स और उनके अलजेब्राइक इजन्टजसण के ररिंग में ट्विस्टेड डेररिेशन्स पर पररिाम 
प्राप्त करते हैं। साइक्लोटोसमक निंबर फील्डड 𝕂 = ℚ(ζ) (ζ एक nth यूतनटी का वप्रसमदटि रूट) के अलजेब्राइक 
इजन्टजसण के ररिंग  OK = ℤ[ζ]  के सलए और OK के दो अलग-अलग ℤ-अलजेब्रा एिंडोमोकफण ज्म का एक युग्म 
(σ, τ) के सलए, हम एक (σ, τ)-डेररिेशन D:OK → OK के इनर होने के सलए एक आिश्यक और पयाणप्त शतण 
का अनुमान लगाते हैं। यह n के दो अलग-अलग रूपों के सलए ककया जाता हैैः (i) n = 2rp (r ∈ ℕ और p 
एक ओड रेशनल प्राइम) और (ii) n = pk (k ∈ ℕ और p कोई रेशनल प्राइम)। हम n के उपरोक्त दो रूपों 
के सलए गैर-शून्य आउटर ट्विस्टेड डेररिेशन्स के अजस्तत्ि और गैर-अजस्तत्ि का िी अनुमान लगाते हैं, इस 
प्रकार ट्विस्टेड डेररिेशन ्समस्या का उत्तर देते हैं। 
 
अध्याय 9 में, हम बीजगणितीय कोडड िंग ससद्ािंत में 3 से 8 तक वपछले छह अध्यायों में ककए गए कायण के 
अनुप्रयोगों का अध्ययन करते हैं। हम अ्छे पैरामीटर कोड का तनमाणि करते हैं, जजनमें से कुछ में अततररक्त 
गुि होते हैं, जैसे कक ऑप्टीमल, सेल्डफ-डुअल, स्ि-ऑथोगोनल और एलसीडी। हम "डेररिेशन इमेज-व्युत्पन्न 
कोड की" की ्ारिा देते हैं। इसके अलािा, हम ददखाते हैं कक डेररिेशन्स जीरो डडिाइज़र और यूतनट-व्युत्पन्न 
कोड के रूप में होती हैं। 



 

अिंत में, अध्याय 10 में, हम थीससस के मुख्य योगदानों पर प्रकाश डालते हुए सिी थीससस तनष्किों को समाप्त 
करते हैं। हम इस थीससस में ककए गए काम से उत्पन्न होने िाले िविष्य के कई शो् तनदेश िी देते हैं। 
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