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Abstract

Idempotents and units in rings play a very important role in the study of

rings. Several classes of elements are defined using idempotents and units, for ex-

ample, clean elements, strongly clean elements, unit regular elements, Lie regular

elements,..., etc. Due to their importance, the idempotents and units generated

interest among several researchers and efforts have been made to compute idempo-

tents and unit groups of various rings. Kanwar, Leroy, and Matczuk have discussed

idempotents of polynomial rings and Laurent polynomial rings. Not much, however,

is known in the case of polynomial rings over matrix rings (equivalently, matrix rings

over polynomial rings). In this thesis, we give the idempotents of M2(Zp[x]) for any

prime p, of M2(Z2p[x]) for any odd prime p, and of M2(Z3p[x]) for any prime p

greater than 3. We also prove that for any ring R, the unit group of Mn(R[x]) is not

solvable. We also obtain the form of units in matrix rings M2(Z2[x]) and M2(Z3[x]).

It is worth observing that both matrix rings and polynomial rings are algebras

over the field (ring) associated with them. In 2005, Abrams and Aranda Pino ob-

served that matrix rings and Laurent polynomial rings over a field K can be realized

as algebras of certain graphs. In fact, for any (row-finite) directed graph E and a

field K, they introduced the idea of Leavitt path algebra LK(E). Ara, Moreno, and

Pardo also independently introduced the concept of Leavitt path algebras. These

Leavitt path algebras have been of interest to algebraists as well as analysts due

v



vi Abstract

to their connections with various algebraic structures. Several generalizations of

these algebras have also been studied in the last decade. On one hand, Abrams and

Aranda Pino generalized the concept to arbitrary graphs and on the other, Tom-

forde considered these algebras with the coefficients from a commutative unital ring

instead of a field. In this thesis, we continue the study of Leavitt path algebras with

coefficients from a commutative unital ring. Specifically, we study the basic ideals

and basic left (right) ideals of Leavitt path algebras LR(E) over a commutative

unital ring R. We show that for a finite acyclic graph E and a commutative unital

ring R, the Leavitt path algebra LR(E) is a direct sum of minimal basic ideals. We

also discuss uniqueness theorems for Leavitt path algebras over commutative unital

rings. We also prove that the Leavitt path algebra LR(E) over a commutative unital

ring R is non-degenerate if and only if R has no non-zero nilpotent elements, that

is, R is a (commutative) semiprime ring. Further, we give conditions under which

a basic left (right) ideal of Leavitt path algebra LR(E) generated by a vertex is a

minimal basic left (right) ideal. We also show that if R has no non-zero nilpotent

elements then every minimal basic left ideal LR(E)x of the Leavitt path algebra

LR(E) contains a vertex.



सार 

आइडमे्ऩोटेंट्स औय मुननट्स, रयॊग्स के अध्य्मन भें फहुत ही भहत्वऩूर्ण बूमभका ननबाते हैं।  
आइडमे्ऩोटेंट्स औय मुननट्स का उऩमोग कयके, एमरभेंट्स के कई अन्म वगों को ऩरयबाषषत 
ककमा जा सकता है, जैस-ेक्रीन एमरभेंट्स, स्ट्रोंगरी क्रीन एमरभेंट्स, मूननट येगुरय 
एमरभेंट्स, री येगुरय एमरभेंट्स... इत्मादद। अऩने भहत्व के कायर्, आइडमे्ऩोटेंट्स औय 
मुननट्स ने अनेक शोधकताणओॊ भें रुचि उत्ऩन्न की है एवॊ फहुत सी रयॊग्स के आइडमे्ऩोटेंट्स 
औय मूननट ग्रुऩ की गर्ना कयने का प्रमास ककमा है। कॊ वय, रेयोम औय भैत्जुक ने 
ऩोरीनोमभमर रयॊग्स एवॊ रोयेंट ऩोरीनोमभमर रयॊग्स के आइडमे्ऩोटेंट्स के षवषम भें ििाण की 
है।      , भैदरक्स रयॊग्स के ऊऩय ऩोरीनोमभमर रयॊग्स (सभकऺ, ऩोरीनोमभमर रयॊग्स के 
ऊऩय भैदरक्स रयॊग्स) के षवषम भें ज्मादा ऻात नहीॊ है। इस शोधग्रॊथ भें हभने ककसी ऩरयभेम 
सॊख्मा p के मरए    (     ) के, ककसी षवषभ ऩरयभेम सॊख्मा p के मरए     (      ) के, 
औय 3 से फड़ ेककसी ऩरयभेम सॊख्मा p के मरए    (      ) के आइडमे्ऩोटेंट्स ऻात ककए हैं। 
हभने मह बी प्रभाणर्त ककमा है कक ककसी रयॊग R के मरए   (    ) का मूननट ग्रुऩ 
सोल्वेफर नहीॊ होगा। हभने भैदरक्स रयॊग्स    (     ) औय    (     )  के मुननट्स के प्रकाय 
बी ऻात ककए हैं।  

मह देखने मोग्म है कक भैदरक्स रयॊग्स औय ऩोरीनोमभमर रयॊग्स दोनों ही उनके साथ जुड़ी हुई 
पील्ड (रयॊग) के ऊऩय एल्ज़ेब्रा हैं। 2005 भें अब्राभ औय अयाॊडा ऩीनो ने मह ऩामा कक, ककसी 
पील्ड K के ऊऩय भैदरक्स रयॊग्स औय रोयेंट ऩोरीनोमभमर रयॊग्स को, ककसी ग्राप ऩय एल्ज़ेब्रा 
के रूऩ भें सभझा जा सकता है । वास्ट्तव भें, ककसी बी यो-पाइनाइट डाइयेक्टेड ग्राप E औय 
पील्ड K के मरए, उन्होने मरषवट ऩाथ एल्ज़ेब्रा        की  अवधायर्ा  को प्रस्ट्तुत ककमा। एया, 
भोयेनो, एवॊ ऩायडो ने बी मरषवट ऩाथ एल्ज़ेब्रा के षविाय को स्ट्वतॊत्र रूऩ से प्रस्ट्तुत ककमा। मे 
मरषवट ऩाथ एल्ज़ेब्राज षवमबन्न एल्ज़ेब्राईक स्ट्टृक्िसण के साथ सॊफन्न्धत होने के कायर् 
एल्ज़ेब्राइस्ट्ट्स के साथ-साथ एनामरस्ट्ट्स के मरए बी रूचि का षवषम यहे हैं। षऩछरे दशक भें 
इन एल्ज़ेब्राज़ के कई सभीकयर्ों का अध्य्मन ककमा गमा है। एक तयप अब्राभ औय ऩीनो ने 
इस षवषम को आर्फणरेयी ग्राफ्स ऩय साभान्मीक्रत ककमा औय दसूयी तयप टोभपोडण ने पील्ड की 
जगह कम्मुटेदटव मूननटर रयॊग्स से कोकपसीऐॊट्स रेकय इन एल्ज़ेब्राज़ को भाना। इस शोधग्रॊथ 
भें हभ कम्मुटेदटव मूननटर रयॊग्स से कोकपसीऐॊट्स रेकय मरषवट ऩाथ एल्ज़ेब्रा का     
अध्य्मन      हैं। षवशषे रूऩ से हभने कम्मुटेदटव मूननटर रयॊग R के ऊऩय  मरषवट ऩाथ 



एल्ज़ेब्रा         के फेमसक आइडडमल्स औय फेमसक रेफ्ट (याइट) आइडडमल्स का अध्य्मन 
ककमा है। हभने इसभे ददखामा है कक ककसी पाइनाइट एसाइन्क्रक ग्राप E औय कम्मुटेदटव 
मूननटर रयॊग R के मरए मरषवट ऩाथ एल्ज़ेब्रा         मभननभर फेमसक आइडडमल्स का 
डामयेक्ट सभ है। हभने कम्मुटेदटव मूननटर रयॊग्स के ऊऩय मरषवट ऩाथ एल्ज़ेब्राज़ के मरए 
मूननकनेस थ्मोयम्स की बी ििाण की है। हभने महाॉ मह बी प्रभाणर्त ककमा है कक कम्मुटेदटव 
मूननटर रयॊग R के ऊऩय मरषवट ऩाथ एल्ज़ेब्रा         नॉन-डडजेनेयेट होगा मदद औय केवर 
मदद R    कोई नॉन-ज़ीयो ननल्ऩोटेंट एमरभेंट ना हो, अथाणत, R एक कम्मुटेदटव सेभीप्राइभ 
रयॊग है। हभने आगे वह ऩरयन्स्ट्थनतमाॉ बी दी हैं न्जनभें एक वटेक्स से जेनेयेट हुए मरषवट ऩाथ 
एल्ज़ेब्रा का फेमसक रेफ्ट (याइट) आइडडमर एक मभननभर फेमसक रेफ्ट (याइट) आइडडमर है। 
             हभने मह बी दशाणमा है की अगय R    कोई नॉन-ज़ीयो ननल्ऩोटेंट एमरभेंट 
नहीॊ है तफ मरषवट ऩाथ एल्ज़ेब्रा         के प्रत्मेक मभननभर फेमसक रेफ्ट आइडडमर 
          के अॊदय एक वटेक्स होगा।   
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