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Abstract

In this thesis, we investigate the semi-classical analysis of certain semi-discretized partial

differential equations. These equations include the classical wave equation, the fractional

Klein-Gordon equation, the heat equation with fractional Laplacian operator, the wave

equation with Schrödinger operator, and the general time-fractional diffusion equation

associated with Schrödinger operator. A semi-discretization method for solving PDEs

discretizes one or more independent variables while leaving the others continuous. In our

case, we keep the continuity of the time variable but make the space variable discrete by

converting the continuous domain Rn to the discrete lattice ℏZn, where each point is a

grid node. The space derivatives such as gradient, Laplacian, and fractional Laplacian are

approximated by the finite difference operators. Here, the PDE is converted into a set of

time-dependent ordinary differential equations (ODEs). This strategy is employed when

the system’s spatial behavior is of significant interest and the time domain is continuous

or easier to analyze. The decision to employ semi-discretization is frequently decided

by the nature of the problem, the computational resources available, and the specific

properties of the PDE being solved. However, semi-discretization must be considered

very carefully, and the chosen technique must align with the simulation targets and PDE

characteristics.

As an introduction, Chapter 1 provides background information and the status of the

study that will be covered in the upcoming chapters. We also present an overview of the

thesis’s organization and emphasize our essential contributions. In Chapter 2, we begin

with the classical wave equation with smooth time-dependent coefficients and proceed to

develop the well-posedness results. However, we also recover the well-posedness results
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in the limit of the semi-classical parameter ℏ → 0. In Chapter 3, our analysis is then

extended to include the fractional Laplacian, and we take into consideration the fractional

Klein-Gordon equation with a space-dependent bounded potential, and obtain the well-

posedness, and recapture the Euclidean solution in the semi-classical limit ℏ → 0. In

Chapter 4, we then expand our analysis to the fractional heat equation, permitting the

time-dependent coefficients to have irregularities and the initial Cauchy data to grow

polynomially. We develop the well-posedness result for the case of regular coefficients

in the space of discrete tempered distributions and see how the notion of a very weak

solution adapts in such equations when coefficients have a distributional singularity. We

also analyze how the very weak solutions can be approximated in the semi-classical limit

ℏ → 0. In Chapter 5, we investigate a particular class of wave equation for operators with

a discrete non-negative spectrum, i.e., wave equation associated with the Schrödinger

operator, and take into account the situation when potential blows up to infinity as

|k| → ∞. We first study the spectrum of the discrete Schrödinger operator and prove that

it has a purely discrete spectrum when the potential blows up to infinity as |k| → ∞. We

analyze how the well-posedness results, in this case, vary with the classical wave equation,

the fractional Klein-Gordon equation, and the fractional heat equation. In Chapter 6, we

extend our investigation for the general Caputo-type time-fractional diffusion equation

with the Schrödinger operator and consider the case when potential blows up to infinity

as |k| → ∞. At the end of the thesis, we would like to draw attention to a few research

problems that have emerged throughout the process of writing the thesis.
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सार 
 

इस शोध	प्रबंधन म%,		हम कुछ अध,-पथृकरण आ5ंशक अवकलन समीकरण; (पीडीई) के अध,-उBकृCटEय GवHलेषण कJ जांच 

करत ेहO। इन समीकरण; म% उBकृCटEय तरंग समीकरण,		िभन्नात्मक Rलेन-गॉड,न समीकरण,	िभन्नात्मक लाTला5सयन संकारक 

के साथ तापीय समीकरण,	Uो-Wडगंर  संकारक के साथ तरंग समीकरण,	और Uो Wडगंर  संकारक से  जड़ु ेसामाZय समय- 

िभन्नात्मक  [सार  समीकरण शा5मल हO। पीडीई को हल करने के 5लए एक अध,-पथृकरण Gव]ध एक या अ]धक ^वतं_ चर 

को अलग करती है जबbक अZय को cनरंतर छोड़ देती है। हमारे मामले म%, हम समय चर कJ cनरंतरता को बनाए रखत ेहO 

लेbकन  cनरंतर  [ाZत ℝ! को  असतत  जालE  ℏℤ!	 म%  पfरवcत,त  करके  समिCट  चर  को  असतत  बनात े हO, जहां [Bयेक  hबदं ु 

एक  जाल-सं]ध  है।	[वणता,	लाTला5सयन और िभन्नात्मक लाTला5सयन जसेै समिष्ट iयBुपZन पfर5मत अतंर संकारको 

jवारा अनमुाcनत हO। यहां,	पीडीई को समय-cनभ,र साधारण अवकलन समीकरण; (ओडीई) के एक समचुय म% पfरवcत,त 

bकया जाता है। यह रणनीcत तब cनयोिजत कJ जाती है जब तं_  का  ^थाcनक  iयवहार महBवपणू, n]च का होता है 

और समय [ाZत cनरंतर या GवHलेषण करने म% आसान होता है। अध,-पथृकरण को cनयोिजत करने का cनण,य अRसर 

सम^या कJ [कृcत,		उपलoध सांगणात्मक संसाधन; और हल bकए जा रहे पीडीई के Gव5शCट गुण; jवारा तय bकया जाता 

है। हालाँbक,		अध,-पथृकरण पर बहुत सावधानी से Gवचार bकया जाना चाqहए,		और चनुी गई तकनीक को अनुकरणीय 

लrय और पीडीई Gवशषेताओ ंके साथ संरेsखत करना चाqहए। 
 

एक पfरचय के tप म%,	अuयाय 1	पCृठभ5ूम कJ जानकारE और अuययन कJ ि^थcत [दान करता है िजसे आगामी 

अuयाय; म% शा5मल bकया जाएगा। हम शोध 	प्रबंधन के संगठन का एक अवलोकन भी [^ततु करत ेहO और हमारे 

आवHयक योगदान पर जोर देत ेहO। अuयाय 2		म%,		हम सहज समय-cनभ,र गुणांक; के साथ उBकृCटEय तरंग समीकरण 

से शtु करत ेहO और अwछx तरह से [^ततु पfरणाम; को Gवक5सत करने के 5लए आगे बढ़त ेहO। हालाँbक,		हम अध,-

उBकृCटEय मापक ℏ → 0		कJ सीमा म% अwछx तरह से [^ततु पfरणाम भी पनु[ा,Tत करत ेहO। अuयाय 3		म%,		हमारे 

GवHलेषण को 5भZनाBमक लाTला5सयन को शा5मल करने के 5लए बढ़ाया गया है,		और हम समिष्ट-cनभ,र बंधी हुई zमता 

के साथ 5भZनाBमक Rलेन-गॉड,न समीकरण पर Gवचार करत ेहO,		और अwछx तरह से ि^थcत [ाTत करत ेहO,		और पनुः 

[ाTत करत े हO अध,-उBकृCटEय सीमा ℏ → 0		म% यिूRलWडयन समाधान। अuयाय 4	म%,	हम bफर अपने GवHलेषण को 

5भZनाBमक तापीय समीकरण तक Gव^ताfरत करत े हO,	िजससे समय-cनभ,र गुणांक; म% अcनय5मतताएं होती हO और 

[ारं5भक कॉची आधार-साम~ी  बहुपद tप से बढ़ता है। हम असतत टे�पड, Gवतरण के ^थान म% cनय5मत गुणांक के 

मामले के 5लए अwछx तरह से [^ततु पfरणाम Gवक5सत करत ेहO और देखत ेहO bक जब गुणांक; म% Gवतरण Gवलzणता 

होती है तो बहुत कमजोर समाधान कJ धारणा ऐसे समीकरण; म% कैसे अनकूु5लत होती है। हम यह भी GवHलेषण करत े
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हO bक अध,-उBकृCटEय सीमा ℏ → 0 म% बहुत कमजोर समाधान; का अनमुान कैसे लगाया जा सकता है। अuयाय 5	म%,	

हम असतत गैर-नकाराBमक वणर्-क्रम वाले संकारको के 5लए तरंग समीकरण के एक Gवशषे वग, कJ जांच करत ेहO,		यानी,	

Uो Wडगंर  संकारक से जड़ु ेतरंग समीकरण,		और ि^थcत को uयान म% रखत ेहO जब |k|→ ∞ के tप म% अनंत तक बढ़ 

जाता है तो Gवभव अनंत तक बढ़ता है। हम पहले असतत Uो Wडगंर  संकारक के वणर्-क्रम का अuययन करत ेहO और 

साhबत करत ेहO bक जब Gवभव अनंत तक बढ़ता है तो इसम% Gवशjुध tप से असतत वणर्-क्रम होता है। हम GवHलेषण 

करत ेहO bक इस मामले म% अwछx ि^थcत के पfरणाम उBकृCटEय तरंग समीकरण,		िभन्नात्मक Rलेन-गॉड,न समीकरण और 

िभन्नात्मक तापीय समीकरण के साथ कैसे 5भZन होत ेहO। अuयाय 6		म%,	हम Uो Wडगंर  संकारक के साथ सामाZय कैपटुो-

[कार के समय-5भZनाBमक [सार समीकरण के 5लए अपनी जांच का Gव^तार करत ेहO और उस मामले पर Gवचार करत े

हO जब |k|→ ∞ के tप म% अनंत तक बढ़ जाता है तो Gवभव अनंत तक बढ़ता है।	शोध		प्रबंधन के अतं म%,	हम कुछ शोध 

सम^याओ ंकJ ओर uयान आकGष,त करना चाह%गे जो शोध		प्रबंधन 5लखने कJ [b�या के दौरान उभरE हO।	
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