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Abstract

In this thesis, we obtain a sufficient condition for the existence of a primitive normal pair

(α, f(α)) over Fqn , where f(x) is a non-exceptional rational function over Fqn of degree sum

m. Additionally, for rational functions of degree sum 4, we prove that there are only 37 and 16

exceptional values of (q, n) for q = 2k and q = 3k respectively.

Next, we provide a sufficient condition for the existence of primitive normal pair (α, f(α))

over Fqn with norm and trace of α to be prescribed in Fq, where f(x) ∈ Fqn(x) is a rational

function of degree sum m. Particularly, we investigate the rational functions of degree sum 4

over Fqn , where q = 11k and demonstrate that there are only 3 exceptional pairs (q, n), n ≥ 7

for which such kind of primitive normal pair may not exist. In general, we showed that such

elements always exist except for finitely many choices of (q, n).

Further, we extend our work to the existence of primitive normal triple (α, β, f(α, β)) over

Fqn , where f(x, y) = ax2 + bxy + cy2 ∈ Fqn [x], b2 ̸= 4ac. Next, we generalize this result for

the existence of r-primitive k-normal triple over Fqn and discuss the existence of 2-primitive

1-normal element α and 2-primitive element β in Fqn such that f(α, β) is also 2-primitive for

q = 3t, where t is a positive integer.

Next, we generalize our work on the existence of primitive triples by defining primarily excep-

tional rational functions in n indeterminates. We discussed the existence of triples (α, β, f(α, β))

over Fq, where α, β are primitive and f(α, β) is an r-primitive element of Fq. In particular, this

implies the existence of Fq-primitive points on the surfaces of the form zr = f(x, y), where

r | q − 1. As an example, we applied our results to the unit sphere over Fq.

Next work in the thesis deals with primitive polynomials. Primitive polynomials have their

v



vi Abstract

applications in stream cipher cryptosystems. These cryptosystems use linear feedback shift

registers (LFSRs) to generate their secret keys. There are different kinds of key-stream gen-

erators like filter generators, combination generators, clock-controlled generators, etc. For a

combination generator, the connection polynomial is the product of connection polynomials of

constituent LFSRs. The cryptographic systems using LFSRs as their components are vulnerable

to correlation attacks. The attack heavily depends on the t-nomial multiples of the connection

polynomial for small values of t. In this thesis, we obtain the exact number of 4-nomial and

5-nomial multiples of the product of primitive polynomials. This helps us to choose a more

suitable connection polynomial to resist the correlation attacks. Next, we disprove a conjecture

by Maitra, Gupta, and Venkateswarlu.



 

                                                                                                                      

सार                                                                                                                            
                                                                               

इस शोध Ůबंध मŐ हम सबसे पहले आिदम सामाɊ युƵ (𝛼, 𝑓(𝛼)) ∈ 𝔽௤೙  × 𝔽௤೙  के अİˑȕ के िलए 
एक पयाŊɑ शतŊ Ůाɑ करते हœ, जहाँ 𝑓(𝑥) ∈ 𝔽௤೙(𝑥) घात योग 𝑚 का  एक गैर-असाधारण पįरमेय  
फलन है। इसके अितįरƅ, घात योग 4 वाले पįरमेय फलनो के िलए हम यह Ůमािणत करते हœ िक 𝑞 =

2௞ और 𝑞 = 3௞  के िलए Ţमशः  केवल 37 और 16 असाधारण मानो ंको छोड़कर (𝑞, 𝑛) के सभी मान 
हमारी पयाŊɑ शतŊ को संतुʼ करते हœ। 
          इसके बाद, हम आिदम सामाɊ युƵ (𝛼, 𝑓(𝛼)) ∈ 𝔽௤೙  × 𝔽௤೙  के अİˑȕ के िलए एक पयाŊɑ 
शतŊ Ůदान करते हœ, जहाँ 𝑓(𝑥)  ∈   𝔽௤೙  (𝑥) एक घात योग 𝑚 का पįरमेय फलन है एवं 𝛼 के नॉमŊ और 
टŌ ेस को 𝔽௤  मŐ िनधाŊįरत िकया जाता है। िवशेष ŝप से, हम  𝔽௤೙   के ऊपर घात योग 4 वाले पįरमेय 
फलनो का अȯयन करते हœ, जहाँ 𝑞 = 11௞  है। इसके साथ ही हम यह ŮदिशŊत करते हœ िक (𝑞, 𝑛) के 
𝑛 ≥  7 के  िलए केवल 3 असाधारण युƵ हœ िजनके िलए इस Ůकार का आिदम सामाɊ युƵ अİˑȕ मŐ 
होना िनिʮत नही ंहै। सामाɊ ŝप से, हमने िदखाया िक इस Ůकार के तȕ हमेशा अİˑȕ मŐ रहते हœ, 
केवल कुछ िनिʮत (𝑞, 𝑛) के मानो ंके अलावा। 
          तȋʮात, हम अपने कायŊ का िवˑार करते Šए 𝔽௤೙   के ऊपर आिदम सामाɊ िũयुƵ 
(𝛼, 𝛽, 𝑓(𝛼, 𝛽)) के अİˑȕ की चचाŊ करते हœ, जहाँ 𝑓(𝑥, 𝑦)  =  𝑎𝑥² +  𝑏𝑥𝑦 +  𝑐𝑦² ∈   𝔽௤೙  [𝑥],

𝑏² ≠  4𝑎𝑐 होता है। िफर हम 𝑟 − आिदम 𝑘 − सामाɊ िटŌ पल के अİˑȕ के िलए इस पįरणाम का 
सामाɊीकरण करते हœ और 𝔽ଷ೟   मŐ 2 − आिदम 1 − सामाɊ तȕ 𝛼 और 2 − आिदम तȕ 𝛽 के 
अİˑȕ पर चचाŊ करते हœ, जहाँ 𝑓(𝛼, 𝛽) भी 2 − आिदम हो। 
          इसके बाद, हम असाधारण पįरमेय फलनो को 𝑛 −आयाम मŐ ʩापक Ŝप से पįरभािषत करते 
हœ। हम  िũयुƵ (𝛼, 𝛽, 𝑓(𝛼, 𝛽)) ∈ 𝔽௤  × 𝔽௤   × 𝔽௤  के अİˑȕ पर चचाŊ करते है, जहाँ 𝛼, 𝛽 Ɨेũ  𝔽௤ मŐ 
आिदम तȕ हœ और 𝑓(𝛼, 𝛽) Ɨेũ  𝔽௤ मŐ एक 𝑟 − आिदम तȕ है। िवशेष ŝप से हम 𝑟 | 𝑞 –  1 के िलए 
𝑧௥  =  𝑓(𝑥, 𝑦) Ůकार की सतहो ंपर 𝔽௤ - आिदम िबंदुओ ंका अİˑȕ  ŮदिशŊत करते हœ। एक उदाहरण 
के ŝप मŐ, हमने पįरिमत Ɨेũ 𝔽௤ पर पįरभािषत इकाई िũǛा के गोले पर अपने पįरणामो ंको लागू 
िकया। 
          शोध Ůबंध के अगले भाग मŐ आिदम बŠपदो ंपर कायŊ िकया गया है। आिदम बŠपदो ंका उपयोग 

Ōː ीम साइफर िŢɐोिसːमो मŐ होता है। ये िŢɐोिसːम अपनी गुɑ कंुजी उȋɄ करने के िलए रैİखक 
फीडबैक िशɝ रिजːसŊ (LFSRs) का उपयोग करते हœ। कंुजी-धारा उȋɄ करने वाले िविभɄ Ůकार के 
जनरेटरो ंका उपयोग िकया जाता है जैसे िफʐर जनरेटर, संयोजन जनरेटर, घड़ी-िनयंिũत जनरेटर, 
आिद। संयोजन जनरेटर के िलए, कनेƕन बŠपद घटक LFSRs के कनेƕन बŠपदो ंका गुणन होता है। 
LFSRs का उपयोग करने वाले िŢɐोŤािफक िसːम कोįरलेशन अटैक के Ůित संवेदनशील होते हœ। ये 
अटैक 𝑡 के छोटे मानो ंके िलए कनेƕन बŠपद के 𝑡 −नॉिमयल गुणको ंपर मुƥ ŝप से िनभŊर करते 
हœ। इस शोध Ůबंध मŐ, हम आिदम बŠपदो ंके गुणन के 4 −नॉिमयल और 5 −नॉिमयल गुणको ंकी 
सटीक संƥा Ůाɑ करते हœ। यह हमŐ कोįरलेशन अटैक का Ůितरोध करने के िलए अिधक उपयुƅ 
कनेƕन बŠपद चुनने मŐ मदद करता है। इसके बाद, हम मैũा, गुɑा,और वŐकटेʷरलू Ȫारा दी गई एक 
पįरकʙना को खाįरज करते हœ। 
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