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Abstract

Graph coloring is one of the important and widely studied areas of research in

graph theory. A proper k-coloring of a graph G is an assignment of k colors to

the vertices of G such that no two adjacent vertices receive the same color. In

this thesis, we study the algorithmic aspects of four variations of graph coloring,

namely (i) Grundy coloring, (ii) partial Grundy coloring, (iii) total coloring, and

(iv) adjacent vertex distinguish (AVD)-total coloring.

A Grundy k-coloring of a graph G is a proper k-coloring such that for every

vertex v of color i, v has a neighbor of color j, for all j < i. Any Grundy coloring of

a graph G is a proper coloring generated by the well known heuristic, greedy coloring

algorithm, which takes an ordering of the vertices, (v1, v2, . . . , vn) and assign vi the

least color which is not assigned to any neighbor vj of vi, for j < i. The Grundy

number of a graph G is the maximum number of colors used by the greedy coloring

algorithm to properly color G. A partial Grundy coloring is a proper coloring such

that for every color i, there exists a vertex of color i having at least one neighbor of

color j, for all j < i and the maximum number of colors used for any partial Grundy

coloring of a graph G is called the partial Grundy number of G.

In this thesis, we strengthen the existing NP-completeness results for the prob-

lems to find the Grundy number and the partial Grundy number for bipartite graphs

v



vi Abstract

by giving the NP-completeness results for these problems in some subclasses of bi-

partite graphs. On the other hand, we propose some polynomial time algorithms

to solve these problems in a few subclasses of bipartite graphs. In this thesis, we

improve an existing upper bound on the partial Grundy number. We also give

an NP-completeness result for the problem to find the partial Grundy number, for

doubly chordal graphs and give a linear time algorithm for split graphs. Further,

we prove that the problem remains NP-complete for the complement of bipartite

graphs.

In the other part of the thesis, we study total coloring and AVD-total coloring

in various graph classes. A total coloring is an assignment of colors to the vertices

and edges of the graph such that no two adjacent vertices or edges receive the same

color and the end vertices of an edge receive different colors. An AVD-total coloring

is a total coloring of a given graph G such that for any adjacent vertices u and v,

the color set of u and v are different, where the color set of a vertex contains the

colors of the edges incident on that vertex and the color of the vertex itself. The

minimum number of colors used for a total (AVD-total) coloring of a given graph G

is called the total (AVD-total) chromatic number of G. The total chromatic number

of a graph G is at least ∆(G) + 1, and it is conjectured that it is at most ∆(G) + 2,

which is known as total coloring conjecture.

It is known that the problem to classify the graphs according to their total chro-

matic number is NP-hard even for 3-regular bipartite graphs. In this thesis, we study

the total chromatic number in two subclasses of bipartite graphs, namely, biconvex

graphs and chain graphs. In this work, we also consider the graph operations: cen-

tral graphs and corona products. We prove that the total coloring conjecture holds

for the central graph of a graph. We study the AVD-total chromatic number of the

central graphs of some basic graph classes and obtain some results on the AVD-

total chromatic number of corona products of graphs. We also give some results on

AVD-total coloring of split graphs.



सार 
 

         ग्राफ़ कलर िंग (Graph Coloring) ग्राफ़ ससद्ाांत (Graph Theory) में अनुसांधान के महत्वपूर्ण और 

व्यापक रूप से अध्ययन सकए गए के्षत्रां में से एक है। एक ग्राफ़ (Graph) G की एक उसित (proper) k- 

कलर िंग शीर्षों  (vertices) कर रांग स िंपने का कार्य है, जिसमे करई भी दर आसन्न (adjacent) शीर्षय समान 

रांग प्राप्त न नही ां करते ह। ।  स जनबिंध (thesis) में, हम ग्राफ़ कलर िंग के िार रूपरां के कलन जिजध 

(algorithmic) पहलुओां, (i) ग्रन्डी कलर िंग(Grundy Coloring),(ii) आांसिक ग्रन्डी कलर िंग (partial 

Grundy coloring), (iii) कुल कलर िंग (total coloring), और (iv) सनकटवती िीर्ण भेद (एवीडी)-कुल 

कलर िंग (adjacent vertex distinguish (AVD)-total coloring) का अध्ययन करते ह। । 

          

         एक ग्राफ़ G का ग्रन्डी k-कलर िंग एक उसित k-कलररांग है जिसमें j <i के जलए, हर िीर्ण v जिसका 

रांग i है, तो उस v के  पास रांग j का पडरसी है। ग्राफ़ G की ग्रन्डी कलररांग एक उसित कलर िंग है सिसे 

प्रससद् अनुमानी, लालिी कलर िंग कलन जिजध (heuristic, greedy coloring algorithm) द्वारा उत्पन्न 

सकया गया है, िर j <i के सलए, शीर्षों का एक क्रम लेता है, (v1, v2,…, vn) और vi कर सबसे कम रांग प्रदान 

करता है िर सकसी भी पडरसी vj कर नही ां स ांपा गया है। एक ग्राफ़ G की ग्रन्डी सांख्या (Grundy number), 

लालिी रांग कलन जिजध द्वारा ग्राफ़  की उसित कलर िंग क ने के जलए रांगरां की असधकतम सांख्या है । 

आांसिक ग्रन्डी कलर िंग (Partial Grundy coloring) एक उसित कलर िंग है जिसमे अग  j < i है तो, हर 

रांग i के सलए, उस रांग i का एक िीर्ण म िूद हरता है, जिसके पास रांग j का कम से कम एक पडरसी है। 

ग्राफ़ G के सकसी भी आांसिक ग्रन्डी कलर िंग के सलए उपयरग सकए िाने वाले रां गरां की असधकतम सांख्या कर 

G की आांसिक ग्रन्डी सांख्या (partial Grundy number) कहा िाता है। 

 

            स जनबिंध  में, हम बाइपार्ायइर्  ग्राफ (bipartite graphs) के कुछ उपवगों में ग्रन्डी सांख्या और 

आांसिक ग्रन्डी सांख्या खोिने की समस्या के जलए NP-पूर्णता (NP-completeness) के पररर्ामरां को प्राप्त 

क , म िूदा NP-पूर्णता के पररर्ामरां कर मिबूत करते ह। । दूसरी ओर, हम कुछ बहुपद समय कलन जिजध  

(polynomial time algorithm) का प्रस्ताव करते ह।  तासक  न समस्याओां कर बाइपार्ायइर्  ग्राफ के कुछ 

उपवगों के जलए हल सकया िा सके।  स जनबिंध में, हम आांसिक ग्रन्डी सांख्या पर म िूदा ऊपरी सीमा 

(upper bound) में सुधार करते ह। । दरहरे कररल ग्राफ़ (doubly chordal graphs) के सलए आांसिक 

https://www.shabdkosh.com/dictionary/hindi-english/%E0%A4%A8%E0%A4%BF%E0%A4%AC%E0%A4%82%E0%A4%A7/%E0%A4%A8%E0%A4%BF%E0%A4%AC%E0%A4%82%E0%A4%A7-meaning-in-english
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ग्रन्डी सांख्या खरिने की समस्या के सलए, हम  NP-पूर्णता का एक पररर्ाम भी देते ह।  और स्प्लिर् ग्राफ 

(split graphs) के सलए एक-रेखीय समय कलन जिजध (linear time algorithm) प्रसु्तत क ते ह। ।  सके 

अलावा, हम सासबत करते ह।  सक बाइपार्ायइर्  ग्राफ के पूरक (complement) के सलए  समस्या NP-पूर्ण 

ही बनी  हती है। 

 

          जनबिंध के दूसरे भाग में, हम सवसभन्न ग्राफ िगों के जलए कुल कलर िंग और AVD-कुल कलर िंग का 

अध्ययन करते ह। । कुल कलर िंग शीर्षों और ग्राफ़ के सकनाररां (edges) को रांग स िंपने का एक कार्य  है 

ताजक करई दर आसन्न शीर्षों या सकनाररां कर एक ही रां ग प्राप्त न नही ां हर और जकसी सकनारे के अांसतम शीर्षय कर 

अलग रांग प्राप्त न हर। सकसी सदए गए ग्राफ G के जलए AVD-कुल कलर िंग एक ऐसी कुल कलर िंग है जिसमे 

सकसी भी आसन्न शीर्षों u और v के सलए, u और v के रांग सेट (color set)  अलग-अलग हरते ह। , िहााँ एक 

िीर्ण के रांग सेट में उस िीर्ण पर पड़े (incident) सकनाररां के रांग हरते ह।  और साथ में स्वयां िीर्ण का रां ग 

हरता है। सकसी सदए गए ग्राफ G के कुल (AVD-कुल) कलर िंग के सलए उपयरग सकए िाने वाले रां गरां की 

नू्यनतम सांख्या कर G का कुल (AVD-कुल) क्रोमेजर्क सांख्या (total (AVD-total) chromatic number) 

कहा िाता है। G की कुल क्रोमेजर्क सांख्या कम से कम Δ(G) +1 होती है, और यह अनुमान लगाया िाता 

है सक कुल क्रोमेजर्क सांख्या ज्यादा से ज्यादा Δ(G) + 2  है, सिसे कुल कलर िंग कन्िेक्च  (total coloring 

conjecture) के नाम से िाना िाता है। 

           यह ज्ञात है सक 3-सनयसमत बाइपार्ायइर्  ग्राफ (3-regular bipartite graphs)  कर उनके कुल 

क्रोमेजर्क सांख्या के अनुसा  वगीकृत करने की समस्या भी NP-हाडण है।  स जनबिंध में, हम  बाइपार्ायइर्  

ग्राफ के दो उपिगों: बाइकॉने्वक्स ग्राफ़ (biconvex graphs) औ  चैन ग्राफ़ (chain graphs)   के कुल 

क्रोमेजर्क सांख्या का अध्ययन करते ह। ।  स काम में, हम जनम्न ग्राफ सिंजक्रर्ाओिं (graph operations) पर 

भी सविार करते ह। : कें द्रीय ग्राफ़ (central graphs) और करररना उत्पाद (corona products)। हम 

सासबत करते ह।  सक कुल कलर िंग कन्िेक्च  एक ग्राफ के कें द्रीय ग्राफ के सलए सत्य है। हम कुछ बुसनयादी 

ग्राफ िगों के कें द्रीय ग्राफ़ के AVD-कुल क्रोमेजर्क सांख्या का अध्ययन करते ह।  औ  ग्राफ़ के करररना 

उत्पादरां के AVD-कुल क्रोमेजर्क सांख्या पर कुछ पररर्ाम प्राप्त न करते ह। । हम स्प्लिर् ग्राफ़ के AVD-कुल 

कलर िंग पर कुछ पररर्ाम भी देते ह। ।  
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