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Abstract

This thesis primarily deals with the pointwise a posteriori error analysis of finite element meth-

ods for the elliptic variational inequalities. Therein, we focus on two contact problems- the

Signorini problem and the Obstacle problem- which are the prototype models for the elliptic

variational inequality of the first kind. The adaptive finite element methods generally are essen-

tial for contact problems as the solution of these problems exhibits singular behaviour around

the free boundary due to loss of regularity. The error estimates in the supremum norm are

important for variational inequalities since they provide localized information on the approxi-

mation. The supremum norm a posteriori estimates enable locating the singularities locally to

control the pointwise errors. Pointwise error control is rather challenging to carry out due to

the variational nature of the finite element method. Moreover, for instance, the pointwise error

control appears to be decisive for certain variational inequalities where the computed solution

serves as a physical quantity as it determines the pointwise accuracy.

This thesis consists of seven chapters including the introductory chapter and the conclusion.

In Chapter 1, we review the literature and collect some known results and preliminaries, which

play a crucial role in the next chapters. In Chapter 2, we derive the pointwise a posteriori

error estimates of the Signorini problem using linear conforming finite element methods. The

analysis mainly depends on the super and sub solutions corresponding to the continuous solution

u and standard a priori estimates for the Green’s matrix of the divergence type operator. In

Chapter 3, a posteriori error estimate for a class of discontinuous Galerkin (DG) methods has

been derived in the supremum norm for the Signorini problem. An enriching map from the

DG finite element space to conforming finite element space has been constructed and used

correctly in the analysis of Chapter 3. We develop a new residual-based pointwise a posteriori

error estimator for the unilateral contact problem using the quadratic conforming finite element

method (FEM) in Chapter 4. In the analysis, we work with the continuous piecewise quadratic
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viii Abstract

finite element space and continuous piecewise linear multipliers on the contact zone. In Chapter

5, we derive the pointwise a posteriori error analysis of the quadratic finite element method

for the elliptic obstacle problem. The reliability and the efficiency of the proposed a posteriori

error estimator are discussed. The bounds on the regularized Green’s function and a sign of

the discrete Lagrange multiplier play a crucial role in the analysis. In Chapter 6, we perform a

posteriori error analysis in the supremum norm for the quadratic DG methods for the obstacle

problem. We define two discrete sets (motivated by Gaddam, Gudi and Kamana [44]), one

with integral constraints and another with the nodal constraints at the quadrature points, and

discuss the pointwise reliability and efficiency of the proposed a posteriori error estimator. In

the analysis, we employ a linear averaging function to transfer DG finite element space to

standard conforming finite element space and exploit the sharp bounds on the Green’s function

of the Poisson problem. Several numerical experiments are presented in Chapter 2 to Chapter 6,

numerically illustrating the theoretical order of convergence derived in the analysis. In Chapter

7, we summarize the work done and the possible extensions with scope for future investigations

are proposed.



सार

यह शोध पर्बधं मुख्य रूप से एिल्िप्टक पिरवत

र्

नशील असमानताओं के िलए पिरिमत तत्व िविधयों के िबदं

ु

वार एक

पश्चवतीर् तर्ुिट िवश्लेषण से संबिंधत है। इसम

ें

, हम दो संपक

र्

समस्याओं पर ध्यान क

ें

िदर्त करते ह

ैं

- िसग्ोिरनी समस्या

और बाधा समस्या- जो पहली तरह की दीघ

र्

वृत्ीय पिरवत

र्

नशील असमानता के िलए पर्ोटोटाइप मॉडल ह

ैं

। संपक

र्

समस्याओं के िलए अनुक

ू

ली पिरिमत तत्व िविधयां आम तौर पर आवश्यक होती ह

ैं

क्योंिक इन समस्याओं का समाधान

िनयिमतता के नुकसान के कारण मुक् सीमा के आसपास एकवचन व्यवहार पर्दिश

र्

त करता है। सवोर्च्च मानदडं म

ें

तर्ुिट

अनुमान पिरवत

र्

नशील असमानताओं के िलए महत्वपूण

र्

ह

ैं

क्योंिक वे सिन्कटन पर स्थानीयक

ृ

त जानकारी पर्दान करते

ह

ैं

। सुपर्ीमम मानदडं एक पश्चगामी अनुमान िबदं

ु

वार तर्ुिटयों को िनयंितर्त करने के िलए स्थानीय रूप से िवलक्षणताओं

का पता लगाने म

ें

सक्षम बनाता है। पिरिमत तत्व िविध की पिरवत

र्

नशील पर्क

ृ

ित के कारण िबदं

ु

वार तर्ुिट िनयंतर्ण बिल्क

चुनौतीपूण

र्

है। इसके अलावा, उदाहरण के िलए, िबदं

ु

वार तर्ुिट िनयंतर्ण क

ु

छ िभन्ता असमानताओं के िलए िनणार्यक

पर्तीत होता है जहां गणना समाधान भौितक मातर्ा के रूप म

ें

काय

र्

करता है क्योंिक यह िबदं

ु

वार सटीकता िनधार्िरत

करता है।

इस थीिसस म

ें

पिरचयात्मक अध्याय और िनष्कष

र्

सिहत सात अध्याय ह

ैं

। अध्याय 1 म

ें

, हम सािहत्य की समीक्षा करते ह

ैं

और क

ु

छ ज्ञात पिरणाम और पर्ारंिभक तयैारी एकतर् करते ह

ैं

, जो अगले अध्यायों म

ें

महत्वपूण

र्

भूिमका िनभाते ह

ैं

। अध्याय

2 म

ें

, हम रखेीय अनुरूप पिरिमत तत्व िविधयों का उपयोग करके िसग्ोिरनी समस्या के िबदं

ु

वार एक पश्चवतीर् तर्ुिट

अनुमान पर्ाप् करते ह

ैं

। िवश्लेषण मुख्य रूप से िनरंतर समाधान u के अनुरूप सुपर और उप समाधानों पर िनभ

र्

र करता

है और िवचलन पर्कार ऑपरटेर के गर्ीन के मिैट

र्

क्स के िलए एक पर्ाथिमक अनुमान मानक है। अध्याय 3 म

ें

, असतत

गलेैरिकन (डीजी) िविधयों के एक वग

र्

के िलए एक पश्चवतीर् तर्ुिट अनुमान िसग्ोिरनी समस्या के िलए सवोर्च्च मानदडं म

ें

पर्ाप् िकया गया है। डीजी पिरिमत तत्व स्थान से अनुरूप पिरिमत तत्व स्थान तक एक समृद् मानिचतर् का िनमार्ण िकया

गया है और अध्याय 3 के िवश्लेषण म

ें

सही ढंग से उपयोग िकया गया है। हम अध्याय 4 म

ें

िद्घात अनुरूप पिरिमत

तत्व िविध (एफ ई एम) का उपयोग करके एकतरफा संपक

र्

समस्या के िलए एक नया अविशष्-आधािरत िबदं

ु

वार एक

पश्चवतीर् तर्ुिट अनुमानक िवकिसत करते ह

ैं

। िवश्लेषण म

ें

, हम संपक

र्

क्षेतर् पर िनरंतर ट

ु

कड़े-ट

ु

कड़े िद्घात पिरिमत तत्व

स्थान और िनरंतर ट

ु

कड़े-ट

ु

कड़े रिैखक गुणक के साथ काम करते ह

ैं

। अध्याय 5 म

ें

, हम दीघ

र्

वृत् बाधा समस्या के

िलए िद्घात पिरिमत तत्व िविध का िबदं

ु

वार पश्च तर्ुिट िवश्लेषण पर्ाप् करते ह

ैं

। पर्स्तािवत पश्च तर्ुिट अनुमानक की

िवश्वसनीयता और दक्षता पर चचार् की गई है। िनयिमत गर्ीन के काय

र्

की सीमा और असतत लगैर्ेंज गुणक का संकेत

ix



x सार

िवश्लेषण म

ें

महत्वपूण

र्

भूिमका िनभाता है। अध्याय 6 म

ें

, हम बाधा समस्या के िलए िद्घात डीजी िविधयों के सवोर्च्च

मानदडं म

ें

एक पश्चवतीर् तर्ुिट िवश्लेषण करते ह

ैं

। हम दो असतत सेटों को पिरभािषत करते ह

ैं

(गद्ाम, गुड़ी और कामना

[44] से पर्ेिरत) एक अिभन् बाधाओं के साथ और द

ू

सरा चतुभु

र्

ज िबदं

ु

ओं पर नोडल बाधाओं के साथ, और पर्स्तािवत

पश्चगामी तर्ुिट अनुमानक की िबदं

ु

वार िवश्वसनीयता और दक्षता पर चचार् करते ह

ैं

। िवश्लेषण म

ें

, हम डीजी पिरिमत तत्व

स्थान को मानक अनुरूप पिरिमत तत्व स्थान पर स्थानांतिरत करने के िलए एक रिैखक औसत काय

र्

को िनयोिजत

करते ह

ैं

और पॉइसन समस्या के गर्ीन के काय

र्

पर तेज सीमा का फायदा उठाते ह

ैं

। अध्याय 2 से अध्याय 6 म

ें

कई

संख्यात्मक पर्योग पर्स्तुत िकए गए ह

ैं

, जो िवश्लेषण म

ें

पर्ाप् अिभसरण के सदै्ांितक कर्म को संख्यात्मक रूप से दशार्ते

ह

ैं

। अध्याय 7 म

ें

, हम िकए गए कायोर्

ं

का सार पर्स्तुत करते ह

ैं

और भिवष्य की जांच के िलए गुंजाइश के साथ संभािवत

िवस्तार पर्स्तािवत ह

ैं

।
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