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Abstract

In this thesis, we consider a constrained Markov decision process (CMDP) where running costs

and transition probabilities are uncertain. We model the uncertain running costs and transition

probabilities using robust optimization, chance-constrained optimization, and distributionally

robust chance-constrained optimization frameworks.

We start with a robust CMDP problem with known transition probabilities, and uncertain

running cost vectors that are known to belong to an uncertainty set. We consider polytopic, el-

lipsoidal, and semidefinite cone uncertainty sets and equivalently reformulate the robust CMDP

problem as a linear programming (LP), second-order cone programming (SOCP), and semidef-

inite programming (SDP) problem, respectively. As an application, we propose a variant of

a machine replacement problem and perform numerical experiments on randomly generated

instances of different sizes. Furthermore, we study a robust CMDP problem under uncertain

transition probabilities and known running cost vectors. Under the assumption that the un-

certainty is driven by a single parameter belonging to an interval, we equivalently reformulate

the problem into a bilinear programming (BP) problem. By exploiting the structure of the BP

problem, we construct an LP-based algorithm to find its global optimal solution. We propose a

sufficient condition under which an optimal policy of the robust CMDP problem is unaffected

by uncertainty. The numerical experiments are performed on a machine replacement problem

and on randomly generated CMDP problems of various sizes using LP-based algorithm as well

as Gurobi solver. We observe that in some cases, the LP-based algorithm outperforms the

Gurobi solver. We extend this work to the case where the uncertainty in the transition prob-

abilities is driven by multiple parameters belonging to a polytopic uncertainty set. Using the

duality theory of LP problem, we equivalently reformulate the problem into a BP problem and

perform numerical experiments on randomly generated CMDP problems of various sizes, using

the Gurobi solver.
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vi Abstract

As an alternative approach, we use a chance-constrained optimization framework to address

uncertainties in the running costs and transition probabilities. This leads to the formulation of

a joint chance-constrained Markov decision process (JCCMDP). We first consider a JCCMDP

problem where running cost vectors are defined using random vectors and transition probabil-

ities are known. We assume that the random cost vectors are elliptically distributed and the

dependence among the random constraints is driven by a Gumbel–Hougaard copula. Under

these assumptions, we present two SOCP approximations such that their optimal values pro-

vide upper and lower bounds to the optimal cost of the JCCMDP problem. The numerical

experiments are performed on a queueing control problem, a budget optimization problem in

advertising platforms, and randomly generated CMDP problems of various sizes. We also con-

sider the case when the distributions of running cost vectors are not known. In this case, we

use classical probability inequalities, namely, one-sided Chebyshev, Bernstein, and Hoeffding

inequalities, to construct convex programming problems, each of whose optimal value provides

an upper bound to the optimal cost of the associated JCCMDP problem. We propose an

LP problem whose optimal value provides a lower bound to the optimal cost of the associ-

ated JCCMDP problem. In addition, we study a JCCMDP problem where running costs are

known and transition probabilities have random perturbations. Under certain conditions on

the random perturbation vector, we construct convex programming problems using Bernstein

and Hoeffding inequalities, each of whose optimal value gives an upper bound to the optimal

cost of the associated JCCMDP problem. Similar to the case of random costs, we propose an

LP problem whose optimal value provides a lower bound to the optimal cost of the associated

JCCMDP problem. The numerical experiments are performed on a queueing control problem

and randomly generated CMDP problems of various sizes.

At the end, we consider a distributionally robust chance-constrained optimization frame-

work to address uncertainties in the running costs and transition probabilities. This approach

is used when the exact probability distribution is not known and the optimization model con-

siders the worst-case scenario of the underlying distribution. This leads to the formulation of

a distributionally robust joint chance-constrained Markov decision process (DRJCCMDP). We

first consider a DRJCCMDP problem under known transition probabilities and random running

cost vectors whose distribution is only partially known. The only information we have about the

distribution is that it belongs to an uncertainty set which is constructed using the full or par-

tial information available on the first two moments. We consider three different moments-based

uncertainty sets, and for each case, we present convex approximations whose optimal values

provide upper and lower bounds to the optimal cost of the original problem. Furthermore, we



vii

study a DRJCCMDP problem under random transition probabilities and known running costs.

We assume that the transition probability vector follows a discrete distribution and has a finite

support. Using the estimates of the first two moments, we construct two moments-based uncer-

tainty sets similar to the case of random costs. We show that the DRJCCMDP problem can be

equivalently reformulated either as a mixed integer bilinear programming (MIBP) problem or a

mixed integer semidefinite programming (MISDP) problem with bilinear constraints. In both

cases, we perform numerical experiments on randomly generated CMDP problems of various

sizes.



सार

इस थीɡसस में, हम एक सीɠमत माकǎव ɟनणर्य प्रɟक्रया (CMDP) का ɟवचार करते हैं जहां चलते लागतें और पɝरवतर्न
संभावनाएं अɟनɢȮत हैं। हम अɟनɢȮत चलते लागतों और पɝरवतर्न संभावनाओं को ɜȸर अनुकुलन, संयोजन-सीɠमत
अनुकुलन, और ɟवतरणात्मक रूप से ɜȸर अनुकुलन के फे्रमवकर् का उपयोग करके मॉडल करते हैं।

हम एक ɜȸरCMDPसमस्या के साथ शुरूकरते हैं ɣजसमें ज्ञात पɝरवतर्न संभावनाएं होती हैं, और अɟनɢȮत चलते
लागत वेक्टर होते हैं जो एक अɟनɢȮतता सेट में शाɠमल होने के ɡलए जाने जाते हैं। हम पॉलीटोɟपक, अɡलप्सोइडल, और
सेमीɟडɟफनेट कोन अɟनɢȮतता सेट को ध्यान में रखते हुए और समरूपता के साथ ɜȸर CMDP समस्या को बारीकʏ से
पुनः रɡचत करते हैं, जैसा ɟक लीɟनयर प्रोग्राɬमʌग (LP), ɟद्वतीयक कोन प्रोग्राɬमʌग (SOCP), और सेमीɟडɟफनेट प्रोग्राɬमʌग
(SDP) समस्या के रूप में, क्रमशः। एक अनुप्रयोग के रूप में, हम एक मशीन प्रɟतȸापन समस्या का एक ɟवɟवधांत
प्रस्ताव प्रस्तुत करते हैं और ɟवɢभȡ आकारों के यादृɜǵक उत्पȡ मामलों पर संख्यात्मक प्रयोग आयोɣजत करते हैं।
इसके अɟतɝरक्त, हम अɟनɢȮत पɝरवतर्न संभावनाओं के तहत एक ɜȸर CMDP समस्या का अध्ययन करते हैं और
ज्ञात चलते लागत वेक्टरों के तहत। एक ही पैरामीटर के अɟनɢȮतता से प्रेɝरत होने कʏ पɝरगणना के तहत, हम समस्या
को एक ɟद्वचारी प्रोग्राɬमʌग (BP) समस्या में पुनः रचना करते हैं। BP समस्या कʏ संरचना का उपयोग करके, हम इसका
वैɢȯक सवǎȉम समाधान ढंूढने के ɡलए एक LP-आधाɝरत एल्गोɝरदम ɟनɸमʌत करते हैं। हम एक पयार्प्त ɜȸɟत का प्रस्ताव
करते हैं ɣजसके तहत ɜȸर CMDP समस्या का एक श्रेȵ नीɟत अɟनɢȮतता से प्रभाɟवत नहीं होती। संख्यात्मक प्रयोग
एक मशीन प्रɟतȸापन समस्या पर और LP-आधाɝरत एल्गोɝरदम का उपयोग करके ɟवɢभȡ आकारों के यादृɜǵक
CMDP समस्याओं पर होते हैं और Gurobi सॉल्वर का उपयोग करके। हम देखते हैं ɟक कुछ मामलों में, LP-आधाɝरत
एल्गोɝरदम Gurobi सॉल्वर को पɝरपूणर् करता है। हम इस काम को बढ़ाते हैं जहां संक्रमण संभावनाओं में अɟनɢȮतता
कई पैरामीटसर् से प्रेɝरत है जो पॉɡलटॉɟपक अɟनɢȮतता सेट का ɟहस्सा है। LP समस्या के द्वारा ɟद्वतीयता के ɡसद्धांत का
उपयोग करते हुए, हम समस्या को बीपी समस्या में समान रूप से पुनः रɡचत करते हैं और ɟवɢभȡआकारों कʏ यादृɜǵक
उत्पȡ CMDP समस्याओं पर संख्यात्मक प्रयोग करते हैं, Gurobi सॉल्वर का उपयोग करते हुए।

एक वैकɜल्पक दृɠȲकोण केरूपमें, हम चांस-संबंɠधतअɟनɢȮतताओंको संचालनलागतोंऔरसंक्रमणसंभावनाओं
में संबोɠधत करने के ɡलए एकअवसर-संयंɟत्रत अनुकूलन ढांचा का उपयोग करते हैं। इससे संयुक्त अवसर-संयंɟत्रत माकर् व
ɟनणर्य प्रɟक्रया (JCCMDP) का ɟनमार्ण होता है। हम पहले एक JCCMDP समस्या का ɟवचार करते हैं जहां संचालन
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लागत वेक्टर यादृɜǵक वेक्टरों का उपयोग करके पɝरभाɟषत ɟकए जाते हैं और संक्रमण संभावनाएं ज्ञात होती हैं। हम
मानते हैं ɟक यादृɜǵक लागत वेक्टर अवृɢȉयाँ हैं और यादृɜǵक प्रɟतबंधों के बीच संबंध गंभीरदृɠȲ–होगडर् कोपुला
के द्वारा प्रेɝरत हैं। इन मान्यताओं के अनुसार, हम दो SOCP अनुमापनों का प्रस्ताव प्रस्तुत करते हैं ɣजनके अɟद्वतीय
मूल्य जोड़ी और ɟनचले सीमा JCCMDP समस्या कʏ श्रेणी कʏ उत्कृȲ लागत प्रदान करते हैं। संख्यात्मक प्रयोग एक
क्यूइंग ɟनयंत्रण समस्या पर, ɟवज्ञापन प्लेटफामर् में बजट अनुकूलन समस्या पर, और ɟवɢभȡ आकारों कʏ यादृɜǵक
उत्पȡ CMDP समस्याओं पर ɟकए जाते हैं। हम यह भी ɟवचार करते हैं जब चलन लागत वेक्टरों का ɟवतरण नहीं जाना
जाता है। इस मामले में, हम क्लाɡसकल प्राɠयकता असɦम्मश्रणों, यानी, एक-तरफʏय चेबीशेव, बनर्स्टʍन, और होɜफ्डंग
असɦम्मश्रणों का उपयोग करते हैं, ताɟक प्रत्येक कॉनभेक्स प्रोग्राɬमʌग समस्या का ɟनमार्ण ɟकया जा सके, ɣजसका प्रत्येक
अɟद्वतीय मूल्य अपने उǴतम मूल्य काआदान-प्रदान करता है। जुड़ी हुई JCCMDP समस्या कʏ श्रेणी कʏ उत्कृȲ लागत
के ɡलए। हम एक LP समस्या का प्रस्ताव करते हैं ɣजसका अɟद्वतीय मूल्य उस संबद्ध JCCMDP समस्या कʏ न्यूनतम
लागत का आदान-प्रदान करता है। साथ ही, हम एक JCCMDP समस्या का अध्ययन करते हैं जहां चलन लागतें ज्ञात
होती हैं और संक्रमण संभावनाएं यादृɜǵक पɝरवतर्नों को होती हैं। यादृɜǵक पɝरवतर्न वेक्टर पर ɟनɢȮत शतǏ के तहत,
हम बनर्स्टʍन और होɜफ्डंग असɦम्मश्रणों का उपयोग करके कॉनभेक्स प्रोग्राɬमʌग समस्याओं का ɟनमार्ण करते हैं, ɣजसका
प्रत्येक अɟद्वतीय मूल्य उस संबंɠधत JCCMDP समस्या कʏ उǴतम लागत का आदान-प्रदान करता है। यादृɜǵक
लागतों के मामले कʏ तरह, हम एक LP समस्या का प्रस्ताव करते हैं ɣजसका अɟद्वतीय मूल्य उस संबंɠधत JCCMDP
समस्या कʏ न्यूनतम लागत का आदान-प्रदान करता है। संख्यात्मक प्रयोग एक क्यूइंग ɟनयंत्रण समस्या पर और ɟवɢभȡ
आकारों कʏ यादृɜǵक उत्पȡ CMDP समस्याओं पर ɟकए जाते हैं।

अंत में, हम चलन लागतों और संक्रमण संभावनाओं में अɟनɢȮतताओं को संभालने के ɡलए एक ɟवतणƹय रोबस्ट
अवसर-संबंɠधत अनुकूलन ढांचा का ɟवचार करते हैं। यह दृɠȲकोण उपयोग ɟकया जाता है जब सटʍक प्राɠयकता ɟवतरण
नहीं जाना जाता है और अनुकूलन मॉडल मूल ɟवतरण के अत्यंत मामूली ɜȸɟत का अत्यɠधक मामूली ɜȸɟत का मूल्यांकन
करता है। इससे एक ɟवतणƹय रोबस्ट संयुक्त अवसर-संयंɟत्रत माकर् व ɟनणर्य प्रɟक्रया (DRJCCMDP)का ɟनमार्ण होता
है। हम पहले जानते हैं संक्रमण संभावनाओंऔर यादृɜǵक चलन लागत वेक्टरों के तहत एक DRJCCMDP समस्या
का ɟवचार करते हैं ɣजसका ɟवतरण केवल आंɡशक रूप से ज्ञात है। ɟवतरण के बारे में हमारा केवल जानकारी है ɟक यह
एक अɟनɢȮतता सेट में शाɠमल होता है जो पहले दो क्षणों पर उपलȤ पूणर् या आंɡशक जानकारी का उपयोग करके
ɟनɸमʌत ɟकया गया है। हम तीन ɟवɢभȡ क्षणों पर आधाɝरत अɟनɢȮतता सेट का ɟवचार करते हैं, और प्रत्येक मामले के
ɡलए, हम उनका उपयुक्त मूल्य प्रस्तुत करते हैं जो मूल समस्या कʏ उǴतम लागत के ɡलए उǴतमऔर ɟनम्न सीमा प्रदान
करते हैं। इसके अɟतɝरक्त, हम एक DRJCCMDP समस्या का अध्ययन करते हैं जहां यादृɜǵक संक्रमण संभावनाएं
और जानी गई चलन लागतें होती हैं। हम मानते हैं ɟक संक्रमण संभावना वेक्टर एक ɟवकेɣन्द्रत ɟवतरण का पालन करता
है और एक सीɠमत समथर्न रखता है। पहले दो क्षणों के अनुमानों का उपयोग करके, हम यहां भी दो क्षणों पर आधाɝरत
अɟनɢȮतता सेट ɟनɸमʌत करते हैं, जो यादृɜǵकलागतों के मामले के समान हैं। हम ɞदखाते हैं ɟकDRJCCMDPसमस्या
को समकक्षीय रूप से पुनः रɡचत ɟकया जा सकता है, या तो एक ɠमɢश्रत पूणाǖक बायɡलɟनयर प्रोग्राɬमʌग (MIBP) समस्या
या एक ɠमɢश्रत पूणाǖक अद्धर्वृȉीय प्रोग्राɬमʌग (MISDP) समस्या बायɡलɟनयर बाधाओं के साथ। दोनों मामलों में, हम
ɟवɢभȡ आकारों कʏ यादृɜǵक उत्पȡ CMDP समस्याओं पर संख्यात्मक प्रयोग करते हैं।
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