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Abstract

Non-compact variational elliptic problems are an intriguing and demanding domain of re-

search within the realm of PDEs, where standard approaches often encounter substantial

challenges. The study of equations involving critical nonlinearities, singularities, or un-

bounded domains may give rise to such noncompactness. In this thesis, we aim to study

the Brezis-Nirenberg type problem in the hyperbolic space with suitable perturbations.

The lack of compactness in such problems stems from either the infinite volume of the

domain or the critical exponent (2∗ = 2N
N−2

) in sense of the Poincaré-Sobolev inequality

(2.3) established by Mancini-Sandeep [118].

Understanding the behaviour of solutions to these equations with Sobolev critical ex-

ponent is crucial because they arise in many different areas of physics and engineering,

including nonlinear optics, Bose-Einstein condensates, fluid mechanics, and more. In ad-

dition, studying these equations is an active area of research in mathematics, with many

challenging open problems remaining.

The principle of concentration compactness (see [111, 112]) categorizes the failure of

compactness into three main categories: concentration, where mass gathers onto a small

set; vanishing, where mass dissipates to infinity; and dichotomy, where mass splits into

two diverging masses. Thus unlike compact settings, where sequences of functions ex-

hibit well-behaved convergence properties, non-compactness introduces subtleties that

demand novel approaches and sophisticated techniques for analysis such as concentration-

compactness principles, mountain pass theorems, and Palais–Smale condition (see [152]).

In the esteemed work authored by Mancini and Sandeep [118], they demonstrated that

the equation (1.8) possesses a unique positive weak solution U := UN,λ (upto to hyper-

bolic isometries), which also serves as an extremal of the Poincaré-Sobolev inequality

(2.3). Motivated by this, we delved into the examination of the perturbations of the

problem (1.8) in the subcritical case, handling the cases when f ≡ 0, and when f ̸≡ 0.

Furthermore, in our pursuit of exploring critical exponent problems, we initiated our

study with an analysis of the critical perturbations problem. In the subcritical case, the

variational problem lacks compactness because of the hyperbolic translations (refer [143]).
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However, for critical exponent problems in the hyperbolic space, loss of compactness can

also happen along concentration of Aubin-Talenti bubble (locally). To address the crit-

ical exponent problem, we established the Palais-Smale decomposition. Leveraging this

global compactness result, we derived several existence and multiplicity results when

f ̸≡ 0. Subsequently, we explored the purely critical exponent problem, that is, f ≡ 0,

utilizing the concept of critical points at infinity introduced by A. Bahri. This approach

is more intricate and necessitated the development of several delicate estimates. Finally,

in view of the Hardy-Littlewood-Sobolev inequality in the hyperbolic space, we investi-

gated the existence and qualitative properties of ground state solutions to a nonlinear

Choquard equation.
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                         सार 
 
गैर-संपीडनीय +व+व-त /कार क2 ए4लि7टक सम:याएँ आ4ंशक अवकल समीकरण@ के BेC मD एक 

अEयंत रोचक और चनुौतीपणूL शोध +वषय हP, जहाँ पारंपRरक तरSक@ से सम:याएँ हल करना कTठन हो 
जाता है। जब समीकरण@ मD XांYतक रेZखकताएँ +वषमताएँ , या अनबाउंडडे डोमेन सि]म4लत होत ेहP, 
तब ऐसी गैर-संपीडनीय ि:थYतयाँ उEप`न हो सकती हP। इस शोध कायL मD, हमने उपय-ुत bयवधान@ के 

साथ हाइपरबो4लक :थान मD cेज़ी-YनरDबगL  /कार क2 सम:या का अeययन fकया है। ऐसी सम:याओ ं

मD संपीडन क2 कमी का कारण या तो डोमेन क2 अनंत माCा होती है या fफर पॉइंकारे-सोबोलेव 

असमानता के अनसुार  मांjचनी-संदSप lवारा /YतपाTदत XांYतक घातांक (2* =	 𝟐𝑵
𝟐𝑵$𝟐

)	होता है 
[118]। 
 
सोबोलेव XांYतक घातांक वालS समीकरण@ के हल@ के bयवहार को समझना अEयंत महEवपणूL है -य@fक 

ये समीकरण भौYतक2 और अ4भयंCण के कई BेC@ मD /य-ुत होत ेहP, जसेै fक नॉन4लYनयर ऑि7ट-स, 

बोस-आइं:टSन संघनन, तरल यांwCक2 आTद। इसके अYतRर-त, इन समीकरण@ का अeययन गZणत मD 
एक सfXय शोध BेC बना हुआ है जहाँ अब भी कई कTठन और खलेु /xन +वlयमान हP। पी. एल. 

लाय`स lवारा /YतपाTदत एकाyता-संपीडन [111,112] 4सlधांत के अनसुार, संपीडन क2 +वफलता 
को तीन |ेZणय@ मD वग}कृत fकया जाता है: एकाyता (जहाँ �bयमान एक छोटे BेC मD संकD T�त हो जाता 
है), लोप (जहाँ �bयमान अनंत मD +वलSन हो जाता है), और lवधैता (जहाँ �bयमान दो अलग-अलग 

Tह:स@ मD +वभािजत हो जाता है)। अतः, संपीडनीय डोमेन क2 तलुना मD, यहाँ +वxलेषण के 4लए अjधक 

उ`नत तकनीक@ क2 आवxयकता होती है, जसेै fक एकाyता-संपीडन 4सlधांत, माउंटेन पास /मेय, और 

पलेै-:माले शतL [152]। 
 
मांjचनी और संदSप के कायL से /ेRरत होकर, िजसमD उ`ह@ने यह Tदखाया fक पॉइंकारे-सोबोलेव 

असमानता के 4लए हाइपरबो4लक :थान मD स]बlध यलेूर-लाyांज समीकरण का एक अl+वतीय 

(हाइपरबो4लक सम�पता के सापेB) सकाराEमक कमजोर हल होता है, हमने पहले उप-XांYतक अव:था 
मD इस समीकरण मD bयवधान@ का अeययन fकया। +वशषे �प से, हमने रैZखकता के पद मD गैर-

wC�याEमक bयवधान के साथ संशोjधत समीकरण का अeययन fकया, दोन@ सजातीय तथा 
असजातीय (𝑓 ≡ 0, 𝑓 ≢ 0)पRर/े�य मD। इसके पxचात, XांYतक घातांक क2 सम:याओ ंके अeययन मD, 
हमने पहले XांYतक bयवधान सम:या का +वxलेषण fकया। उप-XांYतक ि:थYत मD, हाइपरबो4लक 

:थाना`तरण [143] के कारण संपीडन क2 कमी देखी जाती है, जबfक XांYतक घातांक क2 सम:याओ ंमD 
ऑwबन-तालDती बब�स क2 :थानीय एकाyता के कारण भी संपीडन +वफल हो सकता है। 
 



इस सम:या के समाधान हेत,ु हमने पलेै-:माले +वघटन 4सlधांत क2 :थापना क2। इस विैxवक संपीडन 

पRरणाम का उपयोग करत ेहुए, हमने असजातीय पद वाले XांYतक घातांक मामल@ (𝑓 ≢ 0) मD कई 

अि:तEव और बहुलता पRरणाम /ा7त fकए। इसके बाद, हमने शlुध �प से XांYतक घातांक सम:या 
(i.e., 𝑓 ≡ 0) का अeययन ए. बाहरS  lवारा /YतपाTदत अनंत पर ि:थत XांYतक wबदं ुक2 अवधारणा के 

माeयम से fकया। यह +वxलेषण अjधक जTटल था और इसके 4लए कई स�ूम अनमुान@ के +वकास क2 
आवxयकता थी। 
 
अतंतः, हाइपरबो4लक :थान मD हाड}-4लटलवडु-सोबोलेव असमानता के पRर/े�य मD, हमने एक गैर-

रेZखक चोकाडL समीकरण के आधारभतू हल@ क2 उपि:थYत और गुणाEमक +वशषेताओ ंका अeययन 

fकया। 
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