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Abstract

This thesis studies the convergence analysis of estimators in the Functional Lin-

ear Regression (FLR) and polynomial regression models, conducting a comprehen-

sive examination of regularized learning algorithms within the framework of Func-

tional Data Analysis (FDA). The study is motivated by the growing availability

and importance of functional data in many scientific and applied fields, such as

engineering, medicine, environmental studies, and finance, where observations are

inherently represented as curves or functions across an arc. As the use of these data

types increases, there is a growing need for learning algorithms that not only scale

efficiently to high-dimensional functional inputs but also come with rigorous theo-

retical guarantees to ensure their reliability. The main contributions of the thesis

are presented in Chapters 2 through 6.

In Chapter 2, we generalize classical regularization techniques—such as Tikhonov

regularization—by utilizing a general spectral regularization method in the frame-

work of reproducing kernel Hilbert spaces. We derive minimax optimal conver-

gence rates for both estimation and prediction errors under commutative and non-

commutative settings, significantly extending prior results by considering wider

range of Hölder type smoothness conditions on the unknown slope function.

Chapters 3 and 4 address the computational challenges of large-scale kernel meth-

ods by exploring two computationally efficient algorithms in the reproducing kernel

Hilbert space framework: the kernel Conjugate Gradient (CG) method and the

Nyström subsampling method. The kernel CG method utilizes iterative optimiza-

tion with early stopping rules to mitigate overfitting and reduce computational costs

while maintaining optimal convergence rates. The Nyström method, on the other

hand, applies low-rank kernel matrix approximations to significantly lower mem-

ory and runtime demands. We establish the optimal convergence rates for each

algorithm, demonstrating their statistical efficiency alongside their computational

benefits in respective chapters.

Chapter 5 extends the analysis of regularized learning algorithms to settings gov-

erned by general source conditions, moving beyond conventional assumptions such
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viii Abstract

as operator monotonicity or Lipschitz continuity of the index functions. Moreover,

the analysis is carried out in a general framework aimed at learning a vector in

general separable Hilbert space.

Finally, Chapter 6 focuses on function-on-function polynomial regression models,

which generalize the classical FLR framework by incorporating nonlinear interac-

tions between functional predictors and responses. This extension enables the han-

dling of more complex relationships that cannot be captured by linear models alone.

In contrast to the kernel-based methods employed in earlier chapters, this chapter

adopts a different framework by working directly in the L2 space. Theoretical anal-

ysis establishes convergence rates under general smoothness conditions. In addition,

minimax lower bounds are derived, confirming the optimality of the proposed rates.

The contributions of this thesis collectively establish a thorough foundation for

regularized functional regression. By addressing both statistical optimality and

algorithmic efficiency, the work enhances the practical viability of functional learning

methods while deepening their theoretical understanding.



साराशं 

यह शोधप्रबंध फलनात्मक रिैखक प्रितगमन (Functional Linear Regression, FLR) तथा बहुपद 
प्रितगमन (Polynomial Regression) मॉडलों में अनुमानकों के अिभसरण िवश्लेषण (convergence 
analysis) का अध्ययन करता ह।ै इसमें Functional Data Analysis (FDA) के ढांच ेके 
भीतर िनयिमतीकृत लिनर्ं ग एल्गोिरदम का एक िवस्तृत िवश्लेषण प्रस्तुत िकया गया ह।ै यह अध्ययन िविभन्न 
वैज्ञािनक और अनुप्रयुक्त क्षेत्रों—जैस ेिक अिभयांित्रकी, िचिकत्सा, पयार्वरणीय अध्ययन, तथा िवत्त—में 
फलनात्मक डेटा की बढ़ती उपलब्धता और प्रासंिगकता से प्रेिरत ह,ै जहा ँप्रेक्षण सामान्यतः वक्रों या फलनों के 
रूप में होत ेहैं। 

जैस-ेजैस ेइन डेटा प्रकारों का उपयोग बढ़ता ह,ै वैस-ेवैस ेऐस ेलिनर्ं ग एल्गोिरदम की आवश्यकता महसूस की जा 
रही ह ैजो उच्च-आयामी फलनात्मक इनपुट के िलए कुशलतापूवर्क कायर् कर सकें  और िजनके िलए 
ठोस सैद्धांितक गारटंी उपलब्ध हो। इस शोध के मुख्य योगदान िद्वतीय से षष्ठ अध्यायतक प्रस्तुत िकए गए 
हैं। 

िद्वतीय अध्याय में, पारपंिरक िनयिमतीकरण तकनीकों (जैस ेTikhonov िनयिमतीकरण) को सामान्यीकृत 
करत ेहुए Reproducing Kernel Hilbert Spaces (RKHS) के ढांच ेमें एक सामान्य स्पेक्ट्रल 
िनयिमतीकरण िविध का उपयोग िकया गया ह।ै हम संचालकों की अिभवतर्नीयता की िस्थित में और उसके 
िबना, दोनों ही िस्थितयों में अनुमान और पूवार्नुमान की त्रुिटयों के िलए िमनीमैक्स इष्टतम अिभसरण 
दरें प्राप्त करत ेहैं। यह कायर् Hölder प्रकार की स्मूदनेस िस्थितयों की एक िवस्तृत श्रेणी को शािमल करके 
पूवर् पिरणामों का महत्वपूणर् िवस्तार करता ह।ै 

तृतीय और चतुथर् अध्याय बड़े पैमान ेपर केनर्ल िविधयों की संगणकीय चुनौितयों का समाधान प्रस्तुत करत ेहैं, 
जहा ँदो कुशल एल्गोिरदम—केनर्ल कॉन्जुगेट ग्रेिडएंट (CG) िविध और Nyström सबसैम्पिलंग िविध—का 
िवश्लेषण िकया गया ह।ै केनर्ल CG िविध में प्रारिंभक रोक िनयम (early stopping) के साथ पुनरावृत्त 
अनुकूलन (iterative optimization) का उपयोग िकया गया ह ैिजसस ेoverfitting से बचा जा सके और 
संगणकीय लागत कम हो। Nyström िविध low-rank kernel matrix approximation द्वारा मेमोरी और 
रनटाइम को काफी कम करती ह।ै दोनों ही िविधयों के िलए इष्टतम अिभसरण दरें स्थािपत की गई हैं। 

पंचम अध्याय में हम सामान्य स्रोत िस्थितयों (general source conditions) के अंतगर्त िनयिमतीकृत 
लिनर्ं ग एल्गोिरदम का िवश्लेषण करत ेहैं, जो पारपंिरक धारणाओ ंजैस ेिक operator 
monotonicity या index functions की Lipschitz continuity स ेपर ेजाकर सामान्य पृथक्करणीय 
िहल्बटर् स्थानों में कायर् करत ेहैं। 

षष्ठ अध्याय में फलन-पर-फलन बहुपद प्रितगमन मॉडल (function-on-function polynomial 
regression) का अध्ययन िकया गया ह,ै जो FLR फे्रमवकर्  का एक गैर-रखेीय िवस्तार ह।ै यह िवस्तार 
अिधक जिटल संबंधों को संभालन ेमें सक्षम ह ैिजन्हें केवल रिैखक मॉडल स ेनहीं पकड़ा जा सकता। इस 
अध्याय में केनर्ल आधािरत िविधयों की जगह सीध े$\mathbb{L}^2$ स्पेस में कायर् िकया गया ह।ै 



यहा ंसैद्धांितक िवश्लेषण के द्वारा सामान्य स्मूदनेस िस्थितयों में अिभसरण दरें प्राप्त की गई हैं, और साथ 
ही िमनीमैक्स िनम्न सीमाएँ भी प्राप्त की गई हैं िजसस ेप्रस्तािवत दरों की इष्टता की पुिष्ट होती ह।ै 

इस शोधप्रबंध का समग्र उदे्दश्य फलनात्मक डेटा के िलए िनयिमतीकृत प्रितगमन िविधयों की सांिख्यकीय 
इष्टता और संगणकीय व्यावहािरकता को एक साथ िवकिसत करना ह,ै िजसस ेइन िविधयों की सैद्धांितक 
समझ को सुदृढ़ िकया जा सके और उन्हें व्यवहार में लाग ूिकया जा सके। 
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