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Abstract

The widespread applications of the p-Laplacian problems with multiple solutions in real life

naturally appeals to the development of numerical methods for their solutions. Many signifi-

cant solutions to these problems are known to lack stability. As a consequence, they are very

elusive to capture and also hard to study. Most often, to solve such problems numerically for

multiple solutions, there are two things to keep in mind. Firstly, we need an algorithm that

can capture multiple unstable solutions in a stable way. Secondly, implementing those algo-

rithms through computers requires a different set of numerical techniques for discretization

of the problems. Although the p-Laplacian problems with multiple solutions refer to a large

class of problems, here we consider only a few problems of that class for the development of

appropriate numerical methods to obtain their multiple solutions. Precisely, in this thesis we

study the numerical methods for finding multiple solutions to four types of p-Laplacian prob-

lems: p-Laplacian equations, cooperative p-Laplacian systems and the eigenvalue problems

for the p-Laplacian and for a system of p-Laplacians.

By considering p-area problems, where the p-Laplacian equation is a special case of such

problems, a numerical algorithm which is a hybridization of the local minimax method and

Newton’s method is developed for finding their multiple solutions. We discuss a mathemat-

ical justification for the applicability of the method which highlights the main advantages

of using this hybrid method compared to the existing well-known local minimax method.

The discretization of the problems using the finite element method is presented with the as-

sociated convergence analysis of the solutions to the discretized problems. Thereafter, two

numerical methods are developed for the system of p-Laplacians by elevating the strategy of

the min-orthogonal method. One is for the cooperative p-Laplacian systems and the other

one is for the eigenvalue problems for a system of p-Laplacians. In both cases, we first

recommend a selection mapping in a product Banach space so that the solution manifold

is well-defined. We then set up local characterizations for the coexisting solutions of p-

Laplacian systems and the eigenfunctions of the p-Laplacian system, respectively. These

local characterizations prompts us to designed two algorithms which are elucidated by their

flow charts. Further, we carry out the convergence analysis of these algorithms. We also

develop some techniques for local instability analysis of the solutions to both types of prob-

lems that can be done computationally. Then we discuss the finite element discretization of

both the problems and give the convergence results of their respective numerical solutions.

In numerical experiments, all of these numerical methods have been successfully applied to

solve different types of model problems with multiple solutions.

For the culmination of this piece of work we carry out the numerical implementation of a

v



vi ABSTRACT

mesh-free strategy called WEB-method for obtaining multiple solutions of some p-Laplacian

problems. Basically, to avoid the drawbacks of the standard mesh-based finite element

method we applied the WEB-method for the discretization of problems. The WEB-method is

a mesh-less Galerkin method that uses weighted extended B-splines on regular grids as basis

functions. The efficiency of the WEB-method is tested by combining it with a local minimax

algorithm to solve two different model problems, namely the p-Laplacian equations and the

eigenvalue problem for the p-Laplacian for their multiple numerical solutions. The experi-

mental results illustrate advantages of using the WEB-method over the standard mesh-based

finite element method though sometimes WEB-method is computationally expensive.



सार

वाȭतिवक जीवन मǻ कई समाधानʠ के साथ पी-लाȟलाʹसयन समȭयाओं के Ȫयापक अनुɓयोग ȭवाभािवक ʖप से
उनके समाधान के Ǻलए संȋयाșमक तरीकʠ के िवकास कɃ अपील करते हǾ। इन समȭयाओं के कई महșवपूणȁ समाधान
ȥȭथरता कɃ कमी के Ǻलए जाने जाते हǾ। नतीजतन, वे गणना करने के Ǻलए बहुत मुȥȫकल हǾ और अȜययन करने मǻ
भी किठन हǾ। बहुधा, ऐसी समȭयाओं को संȋयाșमक ʖप से कई समाधानʠ के Ǻलए हल करने के समय, दो बातʠ को
Ȝयान मǻ रखना चािहए। सबसे पहले, हमǻ एक एȧगोȼरȚम कɃ आवȫयकता है जो ȥȭथर तरीके से कई अȥȭथर समाधानʠ
को पकड़ सके। दसूर,े कंȟयूटर के माȜयम से उन एȧगोȼरदम को लागू करने के Ǻलए समȭयाओं के पृथɜरण के Ǻलए
संȋयाșमक तकनीकʠ के एक अलग सेट कɃ आवȫयकता होती ह।ै हालाँिक कई समाधानʠ के साथ पी-लाȟलाʹसयन
समȭयाएं समȭयाओं के एक बड़े वगȁ को संदʻभत करती हǾ, यहाँ हम उनके कई समाधानʠ को ɓाʂ करनेका उपयɝु
संȋयाșमक िव˃धयʠ के िवकास के Ǻलए उस वगȁ कɃ केवल कुछ समȭयाओं पर िवचार करते हǾ। िवशेष ʖप से, इस
थीʹसस मǻ हम चार ɓकार कɃ पी-लाȟलाʹसयन समȭयाओं के कई समाधान खोजने के Ǻलए संȋयाșमक िव˃धयʠ का
अȜययन करते हǾ: पी-लाȟलाʹसयन समीकरण, कोआपरिेटव पी-लाȟलाʹसयन ʹसȭटम और पी-लाȟलाʹसयन के Ǻलए
और पी-लाȟलाʹसयन कɃ एक ʹसȭटम के Ǻलए आइगनवेȧयू समȭयाएं।
पी-एȼरया कɃ समȭयाओं पर िवचार करके, जहां पी-लाȟलाʹसयन समीकरण ऐसी समȭयाओं का एक िवशेष ɓकार ह,ै
एक संȋयाșमक एȧगोȼरȚम जो लोकल िमिनमȊैस िव˃ध और ȝयूटन कɃ िव˃ध का एक संकरण है उनके कई समाधान
खोजने के Ǻलए िवकʹसत कɃ गई ह।ै हम उस िव˃ध कɃ ɓयोȑयता के Ǻलए गʺणतीय औ˃चșय पर चचाȁ करते हǾ जो मौजूदा
ɓʹसɺ लोकल िमिनमȊैस िव˃ध कɃ तुलना मǻ इस संकर िव˃ध का उपयोग करने के मुȋय लाभʠ पर ɓकाश डालता
ह।ै फहनैाईट एǺलमǻट िव˃ध का उपयोग करके समȭयाओं का पृथɜरण पृथकृत समȭयाओं के समाधान के संबɺ
अʺभसरण िवʈेषण के साथ ɓȭतुत िकया जाता ह।ै इसके बाद, िमन-ऑथʡगोनल िव˃ध कɃ कायȁनी˃त को बढ़ाकर
पी-लाȟलाʹसयन ʹसȭटम के Ǻलए दो संȋयाșमक तरीके िवकʹसत िकए जाते हǾ। एक कोआपरिेटव पी-लाȟलाʹसयन
ʹसȭटम के Ǻलए है और दसूरा पी-लाȟलाʹसयन ʹसȭटम कɃ आइगनवेȧयू समȭयाओं के Ǻलए ह।ै दोनʠ ही मामलʠ मǻ, हम
पहले एक उșपाद बनच ȭपेस मǻ ʹसलेȊशन मȹैपग कɃ सलाह देते हǾ तािक सलूशन मिनफॉȧड अȏछी तरह से पȼरभािषत
हो। इसके बाद हमने Ɍमानुसार मǻ पी-लाȟलाʹसयन ʹसȭटम के कोएȥȊसȦȭटग समाधान और पी-लाȟलाʹसयन ʹसȭटम
के आइगनफैȊशन के Ǻलए ȭथानीय लȈण वणȁन ȭथािपत िकए। ये ȭथानीय लȈण हमǻ दो एȧगोȼरदम ˃डज़ाइन करने
के Ǻलए ɓेȼरत करते हǾ जो उनके ʄो चाटȁ ʀारा ȭपʊ िकया गया हǾ। इसके अलावा, हम इन एȧगोȼरदम के अʺभसरण
िवʈेषण को अजंाम देते हǾ। हम दोनʠ ɓकार कɃ समȭयाओं के समाधान के ȭथानीय अȥȭथरता िवʈेषण के Ǻलए कुछ
तकनीकʠ का िवकास भी करते हǾ जो कȣȟयूटेशनल ʖप से िकया जा सकता ह।ै िफर हम दोनʠ समȭयाओं के फहनैाईट
एǺलमǻट पृथɜरण पर चचाȁ करते हǾ और उनके संबं˃ धत संȋयाșमक समाधानʠ के अʺभसरण पȼरणाम ɓदान करते हǾ।
संȋयाșमक ɓयोगʠ मǻ, इन सभी संȋयाșमक िव˃धयʠ को सफलतापूवȁक कई समाधानʠ के साथ िवʺभʁ ɓकार कɃ मॉडल
समȭयाओं को हल करने के Ǻलए लागू िकया गया ह।ै
काम के इस टुकड़े कɃ पȼरण˃त के Ǻलए हम कुछ पी-लाȟलाʹसयन समȭयाओं के कई समाधान ɓाʂ करने के Ǻलए
वेब-िव˃ध नामक एक जाल-मुɝ कायȁनी˃त का संȋयाșमक कायाȁȝवयन करते हǾ। मूल ʖप से, मानक जाल-आधाȼरत
फहनैाई एǺलमǻट िव˃ध कɃ किमयʠ से बचने के Ǻलए हमने समȭयाओं के पृथɜरण के Ǻलए वेब-िव˃ध लागू कɃ। वेब-िव˃ध
एक जाल-मुɝ गलेैरिकन िव˃ध है जो बेʹसस फंȊशन के ʖप मǻ िनयिमत िɎड पर वेटेड एȊसटǻडेड बी-ȭȟलीन का
उपयोग करती ह।ै वेब-िव˃ध कɃ दȈता को दो अलग-अलग मॉडल समȭयाओं को हल करने के Ǻलए अथाȁत् पी-
लाȟलाʹसयन समीकरण और पी-लाȟलाʹसयन आइगनवेȧयू समȭया उनके कई संȋयाșमक समाधानʠ के Ǻलए, एक
लोकल िमिनमȊैस एȧगोȼरȚम के साथ जोड़कर परीȈण िकया जाता ह।ै ɓयोगाșमक पȼरणाम मानक जाल-आधाȼरत
फहनैाई एǺलमǻट िव˃ध पर वेब-िव˃ध का उपयोग करने के फायदे बताते हǾ, हालांिक कभी-कभी वेब-िव˃ध कȣȟयूटेशनल
ʖप से महगंी होती ह।ै
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