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Abstract

We study the Farey graph and certain subgraphs of the Farey graph which are

referred to as generalized Farey graphs. In the literature, the generalized Farey

graphs are denoted by Fu,N where u,N ∈ N with (u,N) = 1. We associate certain

continued fractions to these graphs when they are connected. In fact, F1,2,F1,4,F3,4

are trees, and F1,1 (which is the Farey graph), F1,3,F2,3 are connected but not

trees. We study continued fractions associated to F1,2 and F1,3 which are not semi-

regular. Continued fractions associated to F2,3, F1,4 and F3,4 are almost same as

continued fractions of F1,2 or F1,3, and continued fractions associated to F1,1 are

semi-regular continued fractions. Association of continued fractions to a graph is

seen with the help of certain paths from infinity in the respective graph. We give a

geometric interpretation of partial numerators and denominators in each case and

formulate algorithms to find the F1,2 and an F1,3-continued fraction expansion of a

real number. Further, we study approximation properties of real numbers through

these continued fractions.

We introduce for every N ∈ N a subgraph FN of the Farey graph which has the

same set of vertices as F1,N . We show that FN is connected if and only if N is either

1 or a prime power. We extract continued fractions associated to Fpl where p is a

prime and l ∈ N, and generalize certain results of continued fractions obtained from

F1,2 and F1,3 to continued fractions defined by Fpl .
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vi Abstract

We designate certain paths from infinity in the Farey graph as “well-directed

paths”. We show that denominators of vertices of a well-directed path from infinity

forms an almost strictly increasing sequence and every semi-regular continued frac-

tion corresponds to a unique well-directed path in the Farey graph from infinity to

its value and conversely.

Regular continued fractions, even/odd continued fractions and backward con-

tinued fractions are types of semi-regular continued fractions which are studied ex-

tensively. It is well known that every real number has a unique (except for a few

rationals) regular continued fraction, even continued fraction, odd continued frac-

tion and backward continued fraction expansion. Motivated by these examples of

types of semi-regular continued fractions, we introduce several other types of semi-

regular continued fractions and study their existence and uniqueness for every real

number. In fact, for a sequence E of signs (namely, ±1) and a sequence A of parity

(namely, 0 and 1), we introduce E-sign continued fractions and A-parity continued

fractions. The above mentioned (well known) continued fractions are either E-sign

continued fractions or A-parity continued fractions. However, there are other types

of semi-regular continued fractions; for instance, nearest integer continued fractions

are neither E-sign continued fractions nor A-parity continued fractions.

We formulate an algorithm to convert a finite semi-regular continued fraction

into a regular (or an even or an odd) continued fraction without computing the

value of the given continued fraction and compare the complexity of this algorithm

with the direct method in each case.
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          सार 
हम फेरी ᮕाफ (रेखा-िचᮢ) और जेनरलाइ᭸ड फेरी ᮕाफ (᳞ापक फेरी रेखा-िचᮢ) से उि᭨लिखत 

फेरी ᮕाफ के सबᮕा᭢स (उप रेखा-िचᮢ) का अ᭟ययन करते ह ᱹ | गिणत के सािह᭜य मᱶ 

जेनरलाइ᭸ड फेरी ᮕाफ को Fu,N स ेिचि᭠हत ᳰकया गया ह,ै जहा ँu, N∈ℕ  और (u,N)=1 ह ै| हम 

कुछ कि᭠ट᭠यूड ᮨै᭍श᭠स (सतत-िभ᳖) को  ᮕा᭢स Fu,N  मᱶ उन ᮕा᭢स से स᭥ब᳍ करते ह ᱹजो ᳰक 

कने᭍टेड (जुड़ ेᱟए) ह ᱹ | व᭭तुतः, F1,2 , F1,4 , F3,4  ᮝी ह ᱹऔर F1,1 कने᭍टेड तो ह ैᳰक᭠तु ᮝी 

नहᱭ ह ᱹ| हम F1,2 और F1,3 से स᭥ब᳍ कि᭠ट᭠यूड ᮨै᭍श᭠स का अ᭟ययन करते ह ᱹजो सेमी-रेगुलर 

कि᭠ट᭠यूड ᮨै᭍श᭠स (अ᳍ᭅ-साधारण सतत िभ᳖) से अलग ह ᱹ | F2,3, F1,4, व F3,4 से स᭥ब᳍ 

कि᭠ट᭠यूड ᮨै᭍श᭠स F1,2 या F1,3 से स᭥ब᳍ कि᭠ट᭠यूड ᮨै᭍श᭠स के लगभग समान ह ᱹऔर F1,1 से 

स᭥ब᳍ कि᭠ट᭠यूड ᮨै᭍श᭠स सेमी-रेगुलर कि᭠ट᭠यूड ᮨै᭍श᭠स ह ᱹ| कि᭠ट᭠यूड ᮨै᭍श᭠स का ᮕाफ से यह 

स᭥ब᭠ध ᳰदए ᱟए ᮕाफ मᱶ ∞ (अन᭠त) से आन ेवाले कुछ पा᭝स (पथ) कᳱ सहायता से दखेा गया ह ै| 

हम पाᳶशयल ᭠यूमरेटर (आंिशक अंश) और पाᳶशयल िडनोिमनेटर (आंिशक हर) कᳱ ᳞ा᭎या ᮕाफ 

कᳱ सहायता से करते ह ᱹ| हम ᳰकसी वा᭭तिवक सं᭎या कᳱ F1,2 और F1,3-कि᭠ट᭠यूड ᮨै᭍श᭠स को 

िलखने कᳱ ऐ᭨गᳯरदम (कलन-िविध) भी ᮧितपाᳰदत करते ह ᱹ | इसके अितᳯरᲦ, हम ᳰकसी 

वा᭭तिवक सं᭎या के बे᭭ट अᮧा᭍समेश᭠स (᮰े᳧ सि᳖कटन) का अ᭟ययन इन कि᭠ट᭠यूड ᮨै᭍श᭠स के 

᳇ारा करते ह ᱹ| 

हम ᮧ᭜येक ᮧाकृितक सं᭎या N के िलए फेरी ᮕाफ के एक सबᮕाफ FN को पᳯरभािषत करते ह ᱹ

िजसका वटᱷ᭍स सेट (शीषᭅ समूह) Fu,N के वटᱷ᭍स सेट के समान ह ै | हम िस᳍ करत ेह ै ᳰक FN 

कने᭍टेड ह ैयᳰद और केवल यᳰद N एक ᮧाइम पॉवर (अभा᭔य सं᭎या कᳱ घात) ह ैया N=1 ह ै| हम 

कने᭍टेड ᮕा᭢स FN से कि᭠ट᭠यूड ᮨै᭍श᭠स को स᭥ब᳍ करते ह ᱹऔर ᮧ᭜येक ᮕाफ F pl के िलए पूवᭅ 

ᮧा᳙ पᳯरणामो का सामा᭠यीकरण करत े ह,ᱹ जहा ँ p एक ᮧाइम (अभा᭔य) सं᭎या और l एक 

ᮧाकृितक सं᭎या ह ै|  

हम फेरी ᮕाफ मᱶ ∞ से िनकलने वाले कुछ पा᭝स को “वेल-डरे᭍टड ” नािमत करत ेह ᱹऔर इस ᮧकार  
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 ⅷ                                                                                                                 सार         
पᳯरभािषत पाथ के वटᱷ᭍स (शीषᭅ) के िडनोिमनेटसᭅ एक आरोही अनुᮓम बनाते ह ᱹ | हम यह िस᳍ 

करते ह ᱹᳰक ᮧ᭜येक सेमी-रेगुलर कि᭠ट᭠यूड ᮨै᭍शन फेरी ᮕाफ मᱶ ∞ से िनकलने वाले  एकमाᮢ वेल- 

डरे᭍टड पाथ के संगत होती ह ै और ∞ से िनकलने वाला एक वेल-डरे᭍टड पाथ एकमाᮢ सेमी-

रेगुलर कि᭠ट᭠यूड ᮨै᭍शन के संगत होता ह ै| 

रेगुलर कि᭠ट᭠यूड ᮨै᭍शन (साधारण सतत िभ᳖), इवन कि᭠ट᭠यूड ᮨै᭍शन (सम सतत िभ᳖),  ऑड 
कि᭠ट᭠यूड ᮨै᭍शन (िवषम सतत िभ᳖) और बकैवडᭅ कि᭠ट᭠यूड ᮨै᭍शन (प᳟गामी सतत िभ᳖), सेमी-
रेगुलर कि᭠ट᭠यूड ᮨै᭍श᭠स के उदाहरण ह ᱹिजनका अ᭟ययन िव᭭तृत ᱨप से ᳰकया जा चुका ह ै| यह 
अ᭒छी तरह से ᭄ात ह ैᳰक ᮧ᭜येक वा᭭तिवक सं᭎या (कुछ पᳯरमेय स᭠᭎याᲐ को छोड़कर) को एक 
अि᳇तीय रेगुलर कि᭠ट᭠यूड ᮨै᭍शन, इवन कि᭠ट᭠यूड ᮨै᭍शन, ऑड कि᭠ट᭠यूड ᮨै᭍शन और बकैवडᭅ 
कि᭠ट᭠यूड ᮨै᭍शन  के ᱨप मᱶ िलखा जा सकता ह ै| इन उदाहरणᲂ स ेᮧेᳯरत होकर हमने नय ेटाइप 
(ᮧकार) कᳱ सेमी-रेगुलर कि᭠ट᭠यूड ᮨै᭍श᭠स को पᳯरभािषत कर उनका अ᭟ययन ᳰकया ह ै| व᭭ततुः, 

िच᭠हᲂ (अथाᭅत ्+1,1) के ᳰकसी ᳰदए ᱟए अनुᮓम ε के िलए हम ε-साइन कि᭠ट᭠यूड ᮨै᭍शन और 0 

व 1 मᱶ ᳰदए ᱟए ᳰकसी अनᮓुम A के िलए कि᭠ट᭠यूड ᮨै᭍शन ऑफ़ A-पैᳯरटी को पᳯरिचत करात े

ह|ᱹ सुपᳯरिचत कि᭠ट᭠यूड ᮨै᭍श᭠स िजनका िववरण ऊपर ᱟआ ह ैया तो ε-साइन कि᭠ट᭠यूड ᮨै᭍श᭠स 

ह ᱹया कि᭠ट᭠यूड ᮨै᭍शन ऑफ़ A-पैᳯरटी ह ᱹ| 

हम एक पᳯरिमत सेमी-रेगुलर कि᭠ट᭠यूड ᮨै᭍शन को िबना उसकᳱ व᭨ैयू (पᳯरमाण) ᭄ात ᳰकये रेगुलर 
(या इवन या ऑड) कि᭠ट᭠यूड ᮨै᭍शन मᱶ पᳯरवᳶतत करने के िलए एक ऐ᭨गᳯरदम  ᮧितपाᳰदत करत े
ह ᱹ | इसके अितᳯरᲦ हम इस ऐ᭨गᳯरदम कᳱ को᭥᭡लेि᭍सटी (जᳯटलता) तथा ᮧ᭜यᭃ िविध कᳱ 
को᭥᭡लेि᭍सटी का तुलना᭜मक अ᭟ययन करते ह ᱹ|  
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