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Abstract

This thesis deals with the study of the system of translates of a fixed element in

three different types of spaces: the Hardy space H1(R), Orlicz spaces LΦ(Rd) and

the Schatten p-classes of operators T p.

The first is the Hardy space H1(R). First, we characterize those functions whose
all translates are complete in terms of the zero set of their Fourier transform. Then

we consider the completeness of systems generated by discrete translates. We char-

acterize all the discrete sets Λ ⊂ R in H1(R) for which there exists a function whose

Λ-translates are complete. These sets are precisely those whose Beurling-Malliavin

density is infinite. As a result, uniformly discrete translates of a single function

can never be complete. However, we show that the situation is different if we take

system of translates of two functions. By taking Λ to be a very small perturbation

of integers, there exists a pair of functions such that their Λ-translates are complete

in H1(R).

The second are the Orlicz spaces LΦ(R). We study the completeness and Schauder

frames properties of system of translates in these spaces based on the properties of

the corresponding Orlicz function Φ. For Orlicz functions spaces satisfying Φ ∈ ∆2

with lim
x→∞

Φ(x)
x

> 0, we prove an analogue of the Wiener-Tauberian theorem charac-

terizing those functions in the space LΦ(R) whose all translates. For Orlicz functions

spaces satisfying Φ ∈ ∆2 with lim
x→∞

Φ(x)
x

= 0, we prove the completeness of all trans-

lates of a simple step function in the corresponding Orlicz space. Next we prove an

inclusion result on the completeness of translates for the Orlicz functions in the ∆2

class. We show that a particular partial order of the Orlicz functions, the existence

of a function in one Orlicz space whose Λ-translates are complete will imply the

same in another. Lastly, we prove the existence of Schauder frames of translates for

Orlicz spaces in the ∆
′
class by comparing them with x2 under a different partial

order. We also show that by imposing auxiliary conditions on Φ, we can obtain ad-

ditional properties in the frame structure such as unconditionality and the existence
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vi Abstract

of a subsequence with semi-normalized coordinates which is also an unconditional

Schauder frame.

The third are the Schatten p-class T p which are operator spaces on the Hilbert

space L2(Rd). We study the completeness and frame properties of systems of the

form {αλS}λ∈Λ in the space T p where αλS denote the translation of the operator

S by λ and Λ ⊆ R2d is discrete. We consider the completeness of a system of

discrete translates in T p for all p > 1. We give an example of a uniformly discrete

Λ ⊂ R2d such that there exists an operator whose Λ-translates are complete in

T p for all p > 1. Then we study Schauder frames of translates in T p. For all

p > 2, we established the existence of operators whose integer translates give rise to

unconditional Schauder frames in T p.



सार

यह थीसिस तीन अलग-अलग प्रकार के स्पेस में एक निश्चित तत्व के ट्रान्सलेट्स की प्रणाली के अध्ययन से
सबंधंित है: हार्डी स्पेस , ऑर्लिक स्पेस और ऑपरेटरों के शटैन -क्लास । हम इन स्पेस में𝐻1(ℝ) 𝐿Φ(ℝ𝑑) 𝑝 𝒯𝑝

ट्रान्सलेट्स की प्रणाली की परू्णता और शॉडर फे़्रम गणुों का अध्ययन करते हैं। किसी द्वारा पर एकλ ∈ ℝ ℝ
फं़क्शन का ट्रान्सलेट के रूप में परिभाषित किया गया है। मान लें कि ट्रान्सलेट्स के𝑓 τ

λ
𝑓(·): = 𝑓(·− λ) 𝑋

सबंधं में पर फं़क्शनों का एक इंवरिएंट टोपोलॉजिकल स्पेस है (यानी, यदि , तो सभी के लिएℝ 𝑓 ∈ 𝑋 λ ∈ ℝ
)। हम यह जानने में रुचि रखते हैं कि क्या में सभी फं़क्शन मनमाने ढंग से अच्छी तरह से सन्निकटτ

λ
𝑓 ∈ 𝑋 𝑋 

किए जा सकते हैं या निश्चित फं़क्शन के कुछ ट्रान्सलेट्स के रैखिक सयंोजनों द्वारा विघटित किए जा𝑓 ∈ 𝑋
सकते हैं? किसी के लिए, हम कहते हैं कि के -ट्रान्सलेट में परू्ण हैं यदि का लीनियरΛ⊂ℝ 𝑓 ∈ 𝑋 Λ 𝑋 {τ

λ
𝑓}

λϵΛ

स्पान परेू स्पेस में घना है।सेपरबल बनाच स्पेस के लिए, इसके द्वतै को द्वारा निरूपित करें। एक अनकु्रम𝑋 𝑋 𝑋*

को के लिए शाउडर फे़्रम कहा जाता है यदि सभी के लिए।{𝑓
𝑛
, 𝑓

𝑛
*}

𝑛∈ℕ
⊆ 𝑋 × 𝑋* 𝑋 𝑓 =

𝑛∈ℕ
∑ 𝑓

𝑛
*(𝑓)𝑓

𝑛
𝑓 ∈ 𝑋 

एक शाउडर फे़्रम को अनकंडीशनल शाउडर फे़्रम कहा जाता है यदि उपरोक्त समीकरण में अभिसरण प्रत्येक
के लिए अनकंडीशनल है।𝑓 ∈ 𝑋

पहला हार्डी स्पेस है। सबसे पहले, हम उन फं़क्शन को चिह्नित करते हैं जिनके सभी ट्रान्सलेट्स परू्ण हैं,𝐻1(ℝ)
यह हम उनके फूरियर ट्रांसफ़ॉर्म के शनू्य सेट के सदंर्भ में करते हैं । फिर हम डिस्क्रीट ट्रान्सलेट्स द्वारा उत्पन्न
प्रणालियों की परू्णता पर विचार करते हैं। हम में सभी डिस्क्रीट सेट को चिह्नित करते हैं जिसके लिए𝐻1(ℝ) Λ⊂ℝ
एक फं़क्शन मौजदू है जिसके -ट्रान्सलेट्स परू्ण हैं। ये सेट ठीक वही हैं जिनका ब्यरूलिगं-मलैियाविन घनत्व अनतंΛ
है। परिणामस्वरूप, एकल फं़क्शन के समान रूप से डिस्क्रीट ट्रान्सलेट्स कभी भी परू्ण नहीं हो सकत।े हालाँकि, हम
दिखाते हैं कि यदि हम दो फं़क्शन के ट्रान्सलेट्स की प्रणाली लेते हैं तो स्थिति अलग होती है। यदि हम कोΛ
इंतजेर्स का एक बहुत छोटा पेर्तुरबशन मानें, तो फं़क्शनों की एक जोड़ी मौजदू होती है, जिनके -ट्रान्सलेट्सΛ

में परू्ण होते हैं।𝐻1(ℝ)

दसूरे हैं ऑर्लिकज़ स्पेस । हम सबंधंित ऑर्लिकज़ फं़क्शन के गणुों के आधार पर इन स्पेस में𝐿Φ(ℝ𝑑) Φ
ट्रान्सलेट्स की प्रणाली की परू्णता और शॉडर फे़्रम गणुों का अध्ययन करते हैं। के साथ𝑙𝑖𝑚

𝑥→0
Φ(𝑥)

𝑥 > 0 Φ ∈ ∆
2
 

को सतंषु्ट करने वाले
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ऑर्लिकज़ फं़क्शन स्पेस के लिए, हम स्पेस में उन फं़क्शन को चिह्नित करने वाले जिनके सभी𝐿Φ(ℝ )
ट्रान्सलेट्स होते हैं। के साथ को सतंषु्ट करने वाले ऑर्लिकज़ फं़क्शन स्पेस के लिए,𝑙𝑖𝑚

𝑥→0
Φ(𝑥)

𝑥 = 0 Φ ∈ ∆
2
 

हम सबंधंित ऑर्लिकज़ स्पेस में एक सरल स्टेप फं़क्शन के सभी ट्रान्सलेट्स की परू्णता साबित करते हैं। इसके बाद
हम क्लास में ऑर्लिकज़ फं़क्शन के लिए ट्रान्सलेट्स की परू्णता पर एक समावेशन परिणाम साबित करते हैं।∆

2
 

हम दिखाते हैं कि ऑर्लिकज़ फं़क्शन
का एक विशषे आशंिक क्रम, एक ऑर्लिकज़ स्पेस में फं़क्शन का अस्तित्व जिसके -ट्रान्सलेट्स परू्ण हैं, दसूरे मेंΛ
भी यही सकेंत देगा। अतं में, हम वर्ग में ऑर्लिकज़ स्पेस के लिए ट्रान्सलेट्स के शॉडर फे़्रम के अस्तित्व को एक∆'

अलग आशंिक क्रम के तहत के साथ तलुना करके साबित करते हैं। हम यह भी दिखाते हैं कि पर सहायक𝑥2 Φ
शर्तें लगाकर, हम फे़्रम सरंचना में अतिरिक्त गणु प्राप्त कर सकते हैं जसेै अनकंडीशनल और अर्ध-सामान्यीकृत
निर्देशांक के साथ एक उप-अनकु्रम का अस्तित्व जो एक अनकंडीशनल शॉडर फे़्रम भी है।

तीसरे हैं शटैन -क्लास जो हिल्बर्ट स्पेस पर ऑपरेटर स्पेस हैं। हम स्थान में के रूप की𝑝 𝒯𝑝 𝐿2(ℝ𝑑) 𝒯𝑝 {α
λ
𝑆}

λϵΛ

प्रणालियों की परू्णता और फे्रम गणुों का अध्ययन करते हैं, जहाँ ऑपरेटर के द्वारा ट्रान्सलेट को दर्शाता हैα
λ
𝑆 𝑆 λ 

और डिस्क्रीट है। हम सभी के लिए में डिस्क्रीट ट्रान्सलेट्स की एक प्रणाली की परू्णता परΛ⊂ℝ2𝑑 𝑝 > 1 𝒯𝑝

विचार करते हैं। हम एक समान रूप से डिस्क्रीट का उदाहरण देते हैं, जसेै कि एक ऑपरेटर मौजदू हैΛ⊂ℝ2𝑑

जिसके -ट्रान्सलेट्स सभी के लिए में परू्ण हैं। फिर हम में ट्रान्सलेट्स के शॉडर फे़्रम का अध्ययनΛ 𝑝 > 1 𝒯𝑝 𝒯𝑝

करते हैं। सभी के लिए, हमने उन ऑपरेटरों का अस्तित्व स्थापित किया है जिनके परू्णांक ट्रान्सलेट्स𝑝 > 2 𝒯𝑝

में अनकंडीशनल शॉडर फे़्रम को जन्म देते हैं।
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GL(n,K) The general linear group with entries from the field K.
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