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Abstract

Relativistic fluid and plasma flows are fundamental for understanding many astrophysical

applications, e.g., supernova, extragalactic jets, etc. Most of these phenomena have fluid or

plasma moving close to the speed of light. Hence, the relativistic effects need to be considered as

standard fluid or plasma models are not able to capture relativistic effects. For the applications

where electromagnetic fields are not important, only fluid parts are considered, and they are

often modeled via equations of relativistic hydrodynamics (RHD). The RHD equations are the

simplest relativistic fluid model, and they are a system of hyperbolic conservation laws with

nonlinear flux.

Due to the nonlinearity of the flux function, solutions develop discontinuities, even when

initial conditions are smooth. Hence, weak solutions need to be considered. However, weak

solutions are not unique, and a non-physical solution can also be a weak solution. To overcome

this, an additional criterion in the form of entropy condition is considered. In addition, the

entropy criteria provides a non-linear stability estimate for the solution. So, it is expected that

any numerical method should produce solutions that satisfy entropy condition.

The first contribution of the thesis is to design high-order finite-difference numerical schemes

for RHD equations, which are entropy stable. Due to the presence of the Lorentz factor, the

conversion from conservative to primitive variables is not straightforward. We need to solve

a nonlinear equation to achieve this conversion. For the entropy condition, we first present

the entropy inequality for the continuous model. To obtain semi-discrete numerical schemes

which satisfy entropy conditions at the discrete level, we first construct the entropy conserva-

tive schemes, followed by the entropy stable schemes using the higher-order entropy diffusion

operators. We establish fully discrete schemes using the high-order accurate Strong Stability

Preserving Runge Kutta (SSP-RK) time-stepping methods. We apply the proposed schemes

to several test cases in one and two dimensions to demonstrate the stability of the proposed
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schemes.

In the second contribution of the thesis, we design high-order nodal Discontinuous Galerkin

(DG) methods, which are entropy stable. The schemes are based on the Summation By Parts

(SBP) property of the Gauss-Lobatto quadratures and the lagrangian nodal basis. Coupling

this with the entropy conservative numerical flux used for finite-difference schemes and entropy

stable Lax-Friedrich flux, we prove that the proposed schemes are entropy stable. We present

second, third, and fourth-order schemes, which are then tested on various test cases.

In several astrophysical applications, electric and magnetic fields need to be considered.

Often these are modeled via equations of relativistic magnetohydrodynamics (RMHD). However,

equations of RMHD are derived using several assumptions, which make them unsuitable for

some applications. For those applications, two-fluid relativistic plasma flow equations are more

suitable. In this work, we design entropy stable numerical schemes for the two-fluid relativistic

plasma flow model.

In the third contribution of the thesis, we propose high-order finite-difference entropy stable

schemes for the two-fluid relativistic plasma flow equations. This is achieved by exploiting

the structure of the equations, which consists of three independent flux components. The first

two components describe the ion and electron flows, which are modeled using the relativistic

hydrodynamics equation. The third component is Maxwell’s equations, which are linear systems.

The coupling of the ion and electron flows, and electromagnetic fields is via source terms only.

Furthermore, we also show that the source terms do not affect the entropy evolution. To design

semi-discrete entropy stable schemes, we extend the RHD entropy stable schemes to three

dimensions. This is then coupled with entropy stable discretization of the Maxwell’s equations.

Finally, we use SSP-RK schemes to discretize in time. We also propose ARK-IMEX schemes to

treat the stiff source terms. The resulting nonlinear set of algebraic equations is local (at each

discretization point). These equations are solved using the Newton’s method, which results

in an efficient method. The proposed schemes are then tested using various test problems to

demonstrate their stability, accuracy, and efficiency.

In the final contribution of this thesis, we design entropy stable Discontinuous Galerkin

schemes for two-fluid relativistic plasma flow equations. The proposed schemes are based on

the Gauss-Lobatto quadrature rule, which has summation by parts (SBP) property. We exploit

the structure of the equations having the flux with three independent parts, which are coupled

via stiff nonlinear source terms. We design an entropy stable DG scheme for each part. This

coupled with the fact that the source terms do not affect entropy, results in an entropy stable
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scheme for the complete system. The proposed schemes are then tested on a variety of test

problems to demonstrate their accuracy and stability.
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सार

कई खगोलीय अनुप्रयोगों, जैसे, सुपरनोवा, एक्सटै्रगैलेɜक्टक जेट, आɞद को समझने के ɡलए सापेक्ष द्रव और प्लाज्मा
प्रवाह मौɡलक हैं। इनमें से अɠधकांश घटनाओं में द्रव या प्लाज्मा प्रकाश कʏ गɟत के करीब चलते हैं। इसɡलए, सापेक्षतावादʍ
प्रभावों को मानक द्रव के रूप में माना जाना चाɟहए या प्लाज्मा मॉडल सापेक्षतावादʍ प्रभावों को पकड़ने में सक्षम नहीं
हैं। उन अनुप्रयोगों के ɡलए जहां ɟवद्युत चुम्बकʏय क्षेत्र महत्वपूणर् नहीं हैं, केवल द्रव भागों पर ɟवचार ɟकया जाता है, और
उन्हें अक्सर सापेक्षतावादʍ हाइड्रोडायनाɠमक्स (आरएचडी) के समीकरणों के माध्यम से तैयार ɟकया जाता है। आरएचडी
समीकरण सबसे सरल सापेक्षतावादʍ द्रव मॉडल हैं, और वे गैर-रेखीय प्रवाह के साथ अɟतपरवलɠयक संरक्षण कानूनों कʏ
एक प्रणाली हैं।

फ्लक्स फ़ंǯनकʏ गैर-रैɤखकता के कारण, प्रारंɢभक ɜȸɟतयां सुचारू होने पर भी, समाधान असंततता ɟवकɡसत करते
हैं। इसɡलए, कमजोर समाधानों पर ɟवचार करने कʏ आवश्यकता है। हालांɟक, कमजोर समाधान अɟद्वतीय नहीं हैं, और एक
गैर-भौɟतक समाधान भी एक कमजोर समाधान हो सकता है। इसे दूर करने के ɡलए, एन्ट्रापी ɜȸɟत के रूप में एक अɟतɝरक्त
मानदंड पर ɟवचार ɟकया जाता है। इसके अलावा, एन्ट्रापी मानदंड समाधान के ɡलए एक गैर-रैɤखक ɜȸरता अनुमान प्रदान
करता है। इसɡलए, यह अपेक्षा कʏ जाती है ɟक ɟकसी भी संख्यात्मक ɟवɠध से ऐसे समाधान उत्पȡ हों जो एन्ट्रापी कʏ ɜȸɟत
को संतुȲ करते हों।

थीɡसस का पहला योगदान आरएचडी समीकरणों के ɡलए उǴ-क्रम पɝरɠमत-अंतर संख्यात्मक योजनाओं को ɟडजाइन
करना है, जो एन्ट्रॉपी ɜȸर हैं। लोरेंत्ज़ कारक कʏ उपɜȸɟत के कारण, रूɞढ़वादʍ से आɞदम चर में रूपांतरण सीधा नहीं है।
इस रूपांतरण को प्राप्त करने के ɡलए हमें एक गैर-रेखीय समीकरण को हल करने कʏ आवश्यकता है। एन्ट्रापी ɜȸɟत के
ɡलए, हम पहले ɟनरंतर मॉडल के ɡलए एन्ट्रापी असमानता प्रस्तुत करते हैं। अधर्-असतत संख्यात्मक योजनाएं प्राप्त करने
के ɡलए जो असतत स्तर पर एन्ट्रापी कʏ ɜȸɟत को संतुȲ करती हैं, हम पहले एन्ट्रापी रूɞढ़वादʍ योजनाओं का ɟनमार्ण
करते हैं, इसके बाद उǴ-क्रम एन्ट्रापी प्रसार ऑपरेटरों का उपयोग करके एन्ट्रापी ɜȸर योजनाओं का ɟनमार्ण करते हैं। हम
हाई-ऑडर्र सटʍक स्ट्रॉन्ग स्टेɟबɡलटʍ ɟप्रजʃवʌग रन्ज कुट्टा (एसएसपी-आरके) टाइम-स्टेɫपʌग ɟवɠधयों का उपयोग करके पूरी
तरह से असतत योजनाएं ȸाɟपत करते हैं। हम प्रस्ताɟवत योजनाओं कʏ ɜȸरता को प्रदɹशʌत करने के ɡलए एक और दो
आयामों में कई परीक्षण मामलों में प्रस्ताɟवत योजनाओं को लागू करते हैं।

थीɡसस के दूसरे योगदान में, हम उǴ-क्रम नोडल ɟडसकंɞटन्यूअस गैलेरɟकन (डीजी) ɟवɠधयों को ɟडजाइन करते हैं, जो
एन्ट्रापी ɜȸर हैं। योजनाएं गॉस-लोबेटो चतुभुर्ज और लैग्रेंɣजयन नोडलआधार कʏ समेशन बाय पाट्र्स (एसबीपी) संपɢȉ पर
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आधाɝरत हैं। इसे पɝरɠमत-अंतर योजनाओंऔर एन्ट्रॉपी ɜȸर लैक्स-फे्रडɝरक प्रवाह के ɡलए उपयोग ɟकए जाने वाले एन्ट्रापी
रूɞढ़वादʍ संख्यात्मक प्रवाह के साथ जोड़कर, हम साɟबत करते हैं ɟक प्रस्ताɟवत योजनाएं एन्ट्रापी ɜȸर हैं। हम दूसरे, तीसरे
और चौथे क्रम कʏ योजनाएं प्रस्तुत करते हैं, ɣजनका परीक्षण ɟवɢभȡ परीक्षण मामलों पर ɟकया जाता है।

कई खगोलभौɟतकʏय अनुप्रयोगों में, ɟवद्युत और चुंबकʏय क्षेत्रों पर ɟवचार करने कʏ आवश्यकता होती है। अक्सर इन्हें
सापेक्षतावादʍ मैग्नेटोहाइड्रोडायनाɠमक्स (आरएमएचडी) के समीकरणों के माध्यम से तैयार ɟकया जाता है। हालाँɟक, आर
ऍम अच् डी के समीकरण कई मान्यताओं का उपयोग करके प्राप्त ɟकए जाते हैं, जो उन्हें कुछ अनुप्रयोगों के ɡलए अनुपयुक्त
बनाते हैं। उन अनुप्रयोगों के ɡलए, दो-द्रव सापेक्षतावादʍ प्लाज्मा प्रवाह समीकरण अɠधक उपयुक्त हैं। इस काम में, हम
दो-द्रव सापेक्षतावादʍ प्लाज्मा प्रवाह मॉडल के ɡलए एन्ट्रापी ɜȸर संख्यात्मक योजनाएं तैयार करते हैं।

थीɡसस के तीसरे योगदान में, हम दो-तरल सापेक्षतावादʍ प्लाज्मा प्रवाह समीकरणों के ɡलए उǴ-क्रम पɝरɠमत-अंतर
एन्ट्रापी ɜȸर योजनाओं का प्रस्ताव करते हैं। यह समीकरणों कʏ संरचना का उपयोग करके प्राप्त ɟकया जाता है, ɣजसमें
तीन स्वतंत्र प्रवाह घटक होते हैं। पहले दो घटक आयन और इलेक्ट्रॉन प्रवाह का वणर्न करते हैं, जो ɟक सापेक्षतावादʍ
हाइड्रोडायनाɠमक्स समीकरण का उपयोग करके बनाए गए हैं। तीसरा घटक मैक्सवेल के समीकरण हैं, जो रैɤखक प्रणाली
हैं। आयनऔर इलेक्ट्रॉन प्रवाह का युग्मन, और ɟवद्युत चुम्बकʏय क्षेत्र केवल स्रोत शब्दों के माध्यम से होता है। इसके अलावा,
हम यह भी ɞदखाते हैं ɟक स्रोत शब्द एन्ट्रापी ɟवकास को प्रभाɟवत नहीं करते हैं। अधर्-असतत एन्ट्रापी ɜȸर योजनाओं को
ɟडजाइन करने के ɡलए, हम आरएचडी एन्ट्रापी ɜȸर योजनाओं को तीन आयामों तक बढ़ाते हैं। इसके बाद मैक्सवेल के
समीकरणों के एन्ट्रॉपी ɜȸर ɟववेकʏकरण के साथ जोड़ा जाता है। अंत में, हम समय पर ɟववेक के ɡलए एसएसपी-आरके
योजनाओं का उपयोग करते हैं। हम कठोर स्रोत शतǏ का इलाज करने के ɡलए आरक-ईमेक्स योजनाओं का भी प्रस्ताव
करते हैं। बीजीय समीकरणों का पɝरणामी अरैɤखक समुǴय ȸानीय होता है (प्रत्येक ɟवǵेदन ɫबʌदु पर)। इन समीकरणों
को न्यूटन कʏ ɟवɠध का उपयोग करके हल ɟकया जाता है, ɣजसके पɝरणामस्वरूप एक कुशल ɟवɠध प्राप्त होती है। प्रस्ताɟवत
योजनाओं का परीक्षण उनकʏ ɜȸरता, सटʍकता और दक्षता प्रदɹशʌत करने के ɡलए ɟवɢभȡ परीक्षण समस्याओं का उपयोग
करके ɟकया जाता है।

इस थीɡसस के अंɟतम योगदान में, हम दो-तरल सापेक्षतावादʍ प्लाज्मा प्रवाह समीकरणों के ɡलए एन्ट्रापी ɜȸर असंतत
गैलेरɟकन योजनाओं को ɟडजाइन करते हैं। प्रस्ताɟवत योजनाएं गॉस-लोबेटो क्वाडे्रचर ɟनयम पर आधाɝरत हैं, ɣजसमें भागों
(एसबीपी) संपɢȉ का योग है। हम तीन स्वतंत्र भागों के साथ फ्लक्स वाले समीकरणों कʏ संरचना का फायदा उठाते हैं,
जो कठोर गैर-रेखीय स्रोत शब्दों के माध्यम से युɥग्मत होते हैं। हम प्रत्येक भाग के ɡलए एक एन्ट्रापी ɜȸर डीजी योजना
तैयार करते हैं। यह इस तथ्य के साथ युɥग्मत है ɟक स्रोत शब्द एन्ट्रापी को प्रभाɟवत नहीं करते हैं, ɣजसके पɝरणामस्वरूप
संपूणर् प्रणाली के ɡलए एक एन्ट्रापी ɜȸर योजना होती है। प्रस्ताɟवत योजनाओं का परीक्षण उनकʏ सटʍकता और ɜȸरता
को प्रदɹशʌत करने के ɡलए ɟवɢभȡ परीक्षण समस्याओं पर ɟकया जाता है।

x



Contents

Certificate i

Acknowledgements iii

Abstract v

सार ix

List of Figures xv

List of Tables xxi

List of Symbols xxiii

Introduction 1

1 Introduction to Hyperbolic Conservation Laws 9

1.1 Cauchy problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.2 Weak solutions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.3 Entropy condition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

1.3.1 Entropy analysis: The vanishing viscosity method . . . . . . . . . . . . . 15

1.4 Riemann problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

1.4.1 Solution of Riemann problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

1.5 Euler system of gas dynamics: An example of hyperbolic conservation laws . . . 19

2 Introduction to Entropy Stable Finite Difference Schemes 21

2.1 Entropy analysis at the continuous level . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

xi



2.2 Semi-discrete finite difference schemes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2.3 Entropy conservative schemes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

2.3.1 High-order entropy conservative schemes. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

2.4 Entropy stable schemes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

2.4.1 High-order entropy stable schemes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

2.5 Time discretization . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

2.5.1 Fully discrete entropy stable schemes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

2.5.2 Semi-Discrete Schemes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

3 Entropy Stable Numerical Schemes for Relativistic Hydrodynamics 37

3.1 Equations of relativistic hydrodynamics . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

3.1.1 Extraction of primitive variables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

3.2 Physical domain and hyperbolicity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

3.2.1 Physical admissible domain . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

3.2.2 Hyperbolicity of the system . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

3.3 Entropy analysis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

3.4 Entropy stable numerical schemes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

3.4.1 Entropy conservative schemes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

3.4.2 Entropy stable schemes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

3.4.3 Semi-discrete entropy stability . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

3.4.4 Time discretization . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

3.5 Numerical results . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

3.5.1 One-dimensional test cases . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

3.5.2 Two-dimensional test cases . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

3.6 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

4 Entropy Stable Numerical Schemes for Two-Fluid Relativistic Plasma Flow 69

4.1 Two-fluid relativistic plasma flow equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

4.2 Analysis of continuous problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

4.3 Semi-discrete entropy stable schemes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

4.3.1 Entropy stable numerical schemes for the fluid equations . . . . . . . . . . 81

4.3.2 Discretization of Maxwell’s equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

4.4 Fully discrete schemes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

4.4.1 Explicit schemes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

xii



4.4.2 ARK-IMEX schemes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

4.5 Numerical results . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

4.5.1 One-dimensional test cases . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

4.5.2 Two-dimensional test cases . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101

4.6 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115

5 Introduction to Entropy Stable Discontinuous Galerkin Schemes 117

5.1 Hyperbolic conservation laws in two dimensions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119

5.2 Entropy stable DG schemes: One-dimensional schemes . . . . . . . . . . . . . . . 120

5.2.1 Gauss-Lobatto quadrature and summation-by-parts . . . . . . . . . . . . 120

5.2.2 Entropy conservative DG schemes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123

5.2.3 Entropy stable DG schemes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127

5.3 Entropy stable DG schemes: Two-dimensional schemes . . . . . . . . . . . . . . . 128

6 Entropy Stable Discontinuous Galerkin Schemes for Relativistic Hydrody-

namics 131

6.1 Relativistic hydrodynamic equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132

6.2 Entropy stable DG schemes for the RHD system . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133

6.2.1 Entropy conservative DG schemes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134

6.2.2 Entropy stable DG schemes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135

6.2.3 Entropy stable DG schemes for RHD system:

Two-dimensional extension . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136

6.3 Numerical results . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136

6.3.1 One-dimensional numerical tests . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137

6.3.2 Two-dimensional numerical tests . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149

6.4 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158

7 Entropy Stable Discontinuous Galerkin Schemes for Two-Fluid Relativistic

Plasma Flow 159

7.1 Equations of two-fluid relativistic plasma flows . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 160

7.2 Entropy stable DG schemes for two-fluid relativistic plasma flow equations . . . . 161

7.2.1 Entropy conservative DG schemes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 164

7.2.2 Entropy stable DG schemes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 167

7.2.3 Entropy stable DG schemes for two-dimensional system . . . . . . . . . . 167

xiii



7.3 Numerical results . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 170

7.3.1 One-dimensional test cases . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 171

7.3.2 Two-dimensional test cases . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 175

7.4 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 190

8 Conclusion and Future Research 191

8.1 Contributions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 191

8.2 Future Research . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 194

References 195

List of Publications 209

Curriculum Vitae 211

xiv



List of Figures

3.1 Isentropic smooth flows: Plots of density, velocity, pressure and total entropy

evolution at 100 cells for O2-ES, O3-ES and O4-ES schemes. . . . . . . . . . . . 55

3.2 Riemann problem 1: Plots of density, velocity, pressure and total entropy evolu-

tion at 100 and 500 cells for O2-ES, O3-ES and O4-ES schemes. . . . . . . . . . 56

3.3 Riemann problem 2: Plots of density, velocity, pressure and total entropy evolu-

tion at 100 and 500 cells for O2-ES, O3-ES and O4-ES schemes. . . . . . . . . . 58

3.4 Riemann problem 3: Plots of density, velocity, pressure and total entropy evolu-

tion at 100 and 500 cells for O2-ES, O3-ES and O4-ES schemes. . . . . . . . . . 59

3.5 Density perturbation test case: Plots of density, velocity, pressure and total

entropy evolution at 100 and 500 cells for O2-ES, O3-ES and O4-ES schemes. . . 60

3.6 Blast waves test case: Plots of Density, velocity, pressure and total entropy evo-

lution with 5000 cells for O2-ES, O3-ES and O4-ES schemes. . . . . . . . . . . . 61

3.7 Two-dimensional Riemann problem 1: Plots for ln ρ and ln p for O3-ES and O4-

ES using 25 contours. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

3.8 Two-dimensional Riemann Problem 2: Plots for ln ρ and ln p for O3-ES and

O4-ES using 25 contours. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

3.9 Two-dimensional Riemann Problem 3: Plots for ln ρ and ln p for O3-ES and

O4-ES using 25 contours. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

3.10 Two-dimensional Riemann Problem 4: Plots for ln ρ and ln p for O3-ES and

O4-ES using 25 contours. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

3.11 Two-dimensional Riemann Problem 5: Plots for ln ρ and ln p for O3-ES and

O4-ES using 25 contours. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

xv



4.1 Numerical results for Relativistic Brio-Wu test problem with finite plasma skin

depth using different schemes and grid resolutions. . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

4.2 Numerical results for Relativistic Brio-Wu test problem with finite plasma skin

depth using various stiff cases at 400 cells. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

4.3 Self-similar current sheet with finite resistivity: Comparison of the By profile

for ARK-IMEX schemes (O2-ES-IMEX, O3-ES-IMEX, and O4-ES-IMEX)

using 400 cells. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100

4.4 Relativistic Orzag-Tang test case: Plots of total density, total pressure, Ion

Lorentz factor, and magnitude of magnetic field |B|2

2
using O3-ES-IMEX scheme

and 200× 200 cells at time t = 0.1. We have plotted 30 contours for each variable.102

4.5 Relativistic Orzag-Tang test case: Plots of total density, total pressure, Ion

Lorentz factor, and magnitude of magnetic field |B|2

2
using O4-ES-IMEX scheme

and 200× 200 cells at time t = 0.1. We have plotted 30 contours for each variable.103

4.6 Relativistic Orzag-Tang test case: Total fluid entropy Ui + Ue evolution for the

schemes ES-O3-IMEX and ES-O4-IMEX. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

4.7 Relativistic two-fluid blast problem: Plot for the weakly magnetized medium

B0 = 0.1, using O3-ES-IMEX scheme with 200× 200 cells. We have plotted 30

contours for each variable. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105

4.8 Relativistic two-fluid blast problem: Plot for the weakly magnetized medium

B0 = 0.1, using O4-ES-IMEX scheme with 200× 200 cells. We have plotted 30

contours for each variable. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106

4.9 Relativistic two-fluid blast problem: Plot for the strongly magnetized medium

B0 = 1, using O3-ES-IMEX scheme with 200 × 200 cells. We have plotted 30

contours for each variable. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107

4.10 Relativistic two-fluid blast problem: Plot for the strongly magnetized medium

B0 = 1, using O4-ES-IMEX scheme with 200 × 200 cells. We have plotted 30

contours for each variable. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108

4.11 Relativistic two-fluid blast problem: Total fluid entropy Ui + Ue evolution of

the schemes ES-O3-IMEX and ES-O4-IMEX for the weakly and strongly

magnetized medium. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109

4.12 Relativistic two-fluid GEM challenge problem: Plots for the total density, Bz-

component, Ion x-velocity, and Electron x-velocity on the mess 512× 256, using

scheme O3-ES-IMEX, at time t=40. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111

xvi



4.13 Relativistic two-fluid GEM challenge problem: Plots for the total density, Bz-

component, Ion x-velocity, and Electron x-velocity on the mess 512× 256, using

scheme O3-ES-IMEX, at time t=80. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112

4.14 Relativistic two-fluid GEM challenge problem: Plot for the total density, Bz-

component, Ion x-velocity, and Electron x-velocity on the mess 512× 256, using

scheme O4-ES-IMEX, at time t=40. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113

4.15 Relativistic two-fluid GEM challenge problem: Plot for the total Density, Bz-

component, Ion x-velocity, and Electron x-velocity on the mess 512× 256, using

scheme O4-ES-IMEX, at time t=80. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114

4.16 Relativistic two-fluid GEM challenge problem: Time development of the recon-

nected magnetic flux for Nx = 128, 256, 512, using schemes O3-ES-IMEX and

O4-ES-IMEX. We overlay the plot on Amano’s GEM data [1] (solid lines). . . 114

6.1 Test Problem 1 : Plot of error with respect to CPU time. . . . . . . . . . . . . . 138

6.2 Test Problem 2 (Isentropic Smooth Flows): Plots of density, velocity, pressure

and total entropy evolution for ESDG-O2(k = 1), ESDG-O3(k = 2) and ESDG-

O4(k = 3) using 100 and 500 cells. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139

6.3 Test Problem 3 (Riemann Problem 1): Plots of density, velocity, pressure and

total entropy evolution for ESDG-O2(k=1), ESDG-O3(k=2) and ESDG-O4(k=3)

using 100 and 500 cells. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141

6.4 Test Problem 3 (Riemann Problem 1): Plots of total entropy using 200 cells. . . 142

6.5 Test Problem 4 (Riemann Problem 2): Plots of density, velocity, pressure and

total entropy evolution for ESDG-O2(k=1), ESDG-O3(k=2) and ESDG-O4(k=3)

using 100 and 500 cells. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143

6.6 Test Problem 5 (Riemann Problem 3): Plots of density, velocity, pressure and

total entropy evolution for ESDG-O2(k=1), ESDG-O3(k=2) and ESDG-O4(k=3)

using 100 and 500 cells. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144

6.7 Test Problem 6 (Riemann Problem 4): Plots of density, velocity, pressure and

total entropy evolution for ESDG-O2(k=1), ESDG-O3(k=2) and ESDG-O4(k=3)

using 100 and 500 cells. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145

6.8 Test Problem 7 (Density perturbation test case): Plots of density, velocity, pres-

sure and total entropy evolution for ESDG-O2(k=1), ESDG-O3(k=2) and ESDG-

O4(k=3) using 100 and 500 cells. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147

xvii



6.9 Test Problem 8 (Blast waves test case): Plots of density, velocity and pressure

zoomed in at x = 0.52 for ESDG-O2(k=1), ESDG-O3(k=2) and ESDG-O4(k=3)

using 2000 and 4000 cells. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 148

6.10 Test Problem 9 (Two-dimensional Riemann problem 1): Plots of ln(ρ) and ln(p)

at time t = 0.4 using 100× 100 mesh. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 150

6.11 Test Problem 10 (Two-dimensional Riemann problem 2): Plots of ln(ρ) and ln(p)

at time t = 0.4 using 100× 100 mesh. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151

6.12 Test Problem 11 (Two-dimensional Riemann problem 3): Plots of ln(ρ) and ln(p)

at time t = 0.4 using 100× 100 mesh. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153

6.13 Test Problem 12 (Two-dimensional Riemann problem 4): Plots of ln(ρ) and ln(p)

at time t = 0.4 using 100× 100 mesh. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154

6.14 Test Problem 13 (Shock-Bubble Interaction Problem I): Plots of ρ at time t = 450

using 325× 90 mesh. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 156

6.15 Test Problem 14 (Shock-Bubble Interaction Problem II): Plots of ρ at time t =

500 using 325× 90 mesh. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157

7.1 Accuracy test: Plot of L1-error with respect to CPU time. . . . . . . . . . . . . 172

7.2 Relativistic Brio-Wu test problem with finite plasma skin depth: Plots for the

total density; and total entropy evolution for the schemes O2_ESDG, O3_ESDG

and O4_ESDG . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 174

7.3 Self-similar current sheet with finite resistivity: Comparison of the By profiles

using schemes O2_ESDG, O3_ESDG and O4_ESDG. . . . . . . . . . . . . . . . 176

7.4 Relativistic Orzag-Tang test problem: Total density, total pressure, ion lorentz

factor, and Magnitude of magnetic field |B|2

2
using the scheme O3_ESDG. . . . 177

7.5 Relativistic Orzag-Tang test problem: Total density, total pressure, ion lorentz

factor, and Magnitude of magnetic field |B|2

2
using the scheme O4_ESDG. . . . 178

7.6 Relativistic Orzag-Tang test problem: Total fluid entropy Ui + Ue evolution for

the schemes O3_ESDG and O4_ESDG. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 179

7.7 Relativistic two-fluid blast problem: Profiles for the weakly magnetized medium

B0 = 0.1, using scheme O3_ESDG. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 181

7.8 Relativistic two-fluid blast problem: Profiles for the weakly magnetized medium

B0 = 0.1, using scheme O4_ESDG. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 182

xviii



7.9 Relativistic two-fluid blast problem: Profiles for the strongly magnetized medium

B0 = 1, using scheme O3_ESDG. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 183

7.10 Relativistic two-fluid blast problem: Profiles for the strongly magnetized medium

B0 = 1, using scheme O4_ESDG. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 184

7.11 Relativistic two-fluid blast problem: Total fluid entropy Ui + Ue evolution of the

O3_ESDG and O4_ESDG for the weakly and strongly magnetized medium. . . 185

7.12 Relativistic two-fluid GEM challenge problem: Plots for the Total Density, Bz-

component, Ion x-velocity, and Electron x-velocity on the rectangular grid of size

256× 128, using the scheme O3_ESDG, at time t = 40. . . . . . . . . . . . . . . 186

7.13 Relativistic two-fluid GEM challenge problem: Plots for the Total Density, Bz-

component, Ion x-velocity, and Electron x-velocity on the rectangular grid of size

256× 128, using the scheme O4_ESDG, at time t = 40. . . . . . . . . . . . . . . 187

7.14 Relativistic two-fluid GEM challenge problem: Plots for the Total Density, Bz-

component, Ion x-velocity, and Electron x-velocity on the rectangular grid of size

256× 128, using the scheme O3_ESDG, at time t = 80. . . . . . . . . . . . . . . 188

7.15 Relativistic two-fluid GEM challenge problem: Plots for the Total Density, Bz-

component, Ion x-velocity, and Electron x-velocity on the rectangular grid of size

256× 128, using the scheme O4_ESDG, at time t = 80. . . . . . . . . . . . . . . 189

7.16 Relativistic two-fluid GEM challenge problem: Time development of the recon-

nected magnetic flux for Nx = 256, using the schemes O2_ESDG, O3_ESDG

and O4_ESDG. We overlay the plot on Amano’s GEM data [1] (solid lines). . . 189

xix



xx



List of Tables

2.1 Coefficients for the second and third-order Runge-Kutta time stepping. . . . . . . 36

3.1 Accuracy test: Rate of convergence of second (O2-ES), third (O3-ES) and fourth-

order (O4-ES) entropy stable schemes. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

3.2 Isentropic smooth flows: Rate of convergence of second (O2-ES), third (O3-ES)

and fourth-order (O4-ES) entropy stable schemes. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

4.1 The coefficients for ARK3-IMEX time update scheme. . . . . . . . . . . . . . . . 91

4.2 Accuracy test: L1 errors and order of convergence for ρi using the explicit entropy

stable schemes O2-ES-Exp, O3-ES-Exp and O4-ES-Exp. . . . . . . . . . . . 93

4.3 Accuracy test: L1 errors and order of convergence for ρi using the ARK IMEX

entropy stable schemes O2-ES-IMEX, O3-ES-IMEX and O4-ES-IMEX. . . 93

4.4 Relativistic Brio-Wu test problem with finite plasma skin depth: Computational

times using ri = −re = 104/
√
4π and ri = −re = 105/

√
4π for the second (O2-

ES-Exp and O2-ES-IMEX), third (O3-ES-Exp and O3-ES-IMEX), and

fourth (O4-ES-Exp and O4-ES-IMEX) order schemes. . . . . . . . . . . . . . 98

5.1 Gauss-Lobatto nodes and coefficients for k = 1, 2, 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . 121

6.1 Test problem 1 (Accuracy test): L1 and L∞ errors for ρ at various resolutions

using ESDG-O2, ESDG-O3 and ESDG-O4 schemes. . . . . . . . . . . . . . . . . 138

6.2 Test problem 2 (isentropic smooth flows): L1 and L∞ errors for u at various

resolutions using ESDG-O2, ESDG-O3 and ESDG-O4 schemes . . . . . . . . . . 140

7.1 Accuracy test: L1 errors and order of convergence for the entropy stable DG

schemes O2_ESDG, O3_ESDG and O4_ESDG. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 172

xxi



xxii



xxiii



List of Symbols

R Set of Real numbers

Z Set of Integers

N Set of Natural numbers

Rn n-dimensional Cartesian Product of R

∈ Belongs to

⊂ Subset

∀ For all

(·)⊤ Transpose of a vector (or a matrix)

∇ · F Gradient of a vector F

∆U Hessian of a vector U

C1(D) Space of differentiable functions whose derivative is

continuous

L∞
loc(D) Space of Locally almost everywhere bounded integrable

function over a domain D

C∞
0 (D) Space of continuously differentiable functions with compact

support

nc Number of unknown variables in a balance law

nd Dimension of a balance law

U Vector of conservative variables

fj(U) Exact continuous fluxes

s(U) The source vector

�j Set of eigenvalues for the jacobian matrix ∂fj
∂U

Rj The matrix of right eigenvectors for the jacobian

matrix ∂fj
∂U

(U(U),F j(U)) Entropy-entropy flux pair

V(U) Entropy variable

xxiv


