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Abstract

This thesis is devoted to the study of algebraic properties of Generalized Laguerre

Polynomials (GLP) L
(α)
n (x) = (−1)n

n∑
j=0

(
n+α
n−j

) (−x)j

j!
, where α is an arbitrary real

number, n ∈ N and the binomial coefficient
(
t
k

)
is defined to be

(
t
k

)
:= t(t−1)···(t−k+1)

k!

for non-negative integer k. For different values of the parameter α, this family

provides polynomials which are of great interest. In this thesis, we concern ourselves

with two types of negative integral values of the parameter α.

We prove the irreducibility of the polynomial L
(−2n−β)
n (x) for each n ∈ N and

1 6 β 6 4 unless n ≡ 0 (mod 4) and β = 4, in which case it is either irreducible

or a linear polynomial times an irreducible polynomial of degree n − 1. The case

β = 1 corresponds to the Bessel polynomials which have been studied by Grosswald,

Filaseta and Trifonov. Our ideas give a simpler proof of their results also.

We, furthermore, study the irreducibility and the Galois group of the polynomial

L
(−1−n−r)
n (x) =

n∑
j=0

(
n−j+r
n−j

)
xj

j!
for each pair of integers r > 0, n > 1. Hajir conjectured

that for integers r > 0 and n > 1, L
(−1−n−r)
n (x) is an irreducible polynomial whose

Galois group contains An, the alternating group on n symbols. Extending earlier

results of Schur, Hajir, Sell, Nair and Shorey, we confirm this conjecture for all

r 6 60.

We also prove that L
(−1−n−r)
n (x) is an irreducible polynomial whose Galois group

contains An whenever n > er(1+ 1.2762
logr ).
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सार 

      

     यह शोध सामान्यीकृत लैगुएरे बहुपद ों (GLP) 𝐿𝑛
(𝛼)(𝑥) = (−1)𝑛 ∑ (𝑛+𝛼

𝑛−𝑗
)

𝑛

𝑗=0

𝑥j

𝑗!
 के बीजीय गुण ों के 

अध्ययन के ललए समलपित है, जहाों 𝛼 एक मनमानी वास्तलवक सोंख्या है, 𝑛 ∈ ℕ  और गैर-नकारात्मक 

पूणाांक 𝑘 के ललए, लिपद गुणाोंक (𝑡
𝑘

) क  (𝑡
𝑘

) ∶=  
𝑡(𝑡−1)…(𝑡−𝑘+1)

𝑘!
   पररभालित लकया गया है।  पैरामीटर 𝛼 

के लवलभन्न मूल् ों के ललए, यह पररवार ऐसे बहुपद  प्रदान करता है जो की बहुत रूचि वाले हैं। इस श ध मे, 

हम अपने आप को पैरामीटर 𝛼 के द  प्रकार के नकारात्मक अलभन्न मूल् ों के साथ सम्बध्द करते हैं।  

   हम प्रते्यक 𝑛 ∈ ℕ और 1⩽  𝛽 ⩽ 4 के ललए,  बहुपद 𝐿𝑛
(−2𝑛−𝛽)

(𝑥) की अटूटता सालबत करते हैं जब तक 

𝑛 ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑 4) और 𝛽 = 4 न हो, लजस स्थथलत में यह या त  अटूट है या लिग्री 𝑛 − 1 के अटूट बहुपद के 

साथ एक रेखीय बहुपद का गुणक है। स्थथलत 𝛽 = 1, Bessel बहुपद से सोंबोंलधत है लजसका अध्ययन 

Grosswald, Filaseta and Trifonov िारा लकया गया है। हमारे लवचार उनके पररणाम ों का एक सरल 

प्रमाण भी देते हैं।  

   हम, इसके अलावा,  पूणाांक ों की प्रते्यक ज डी  𝑟 ⩾ 0, 𝑛 ⩾ 1 के ललए, बहुपद 𝐿−1−𝑛−𝑟(𝑥) =

∑ (𝑛−𝑗+𝑟
𝑛−𝑗

)
𝑛

𝑗=0

𝑥j

𝑗!
 की अटूटता और Galois समूह का अध्ययन करते हैं। Hajir ने अनुमान लगाया चक 

पूणाांक ों 𝑟 ⩾ 0 और 𝑛 ⩾ 1 के ललए, 𝐿−1−𝑛−𝑟(𝑥) एक अटूट बहुपद है चजसके Galois समूह मे 𝑛 प्रतीक ों 

पर प्रत्यावती समूह 𝐴𝑛 शाचमल है। Schur, Hajir, Sell, Nair और Shorey के पहले के पररणाम ों का 

लवस्तार करते हुए, हम सभी 𝑟 ⩽ 60  के ललए इस अनुमान की पुलि करते हैं।  

   हम ये भी प्रमाचित करते है चक जब भी 𝑛 >  𝑒
𝑟(1+

1.2762

log 𝑟
)
  है 𝐿−1−𝑛−𝑟(𝑥) एक अटूट बहुपद है चजसके 

Galois समूह मे 𝐴𝑛 शाचमल है। 
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