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Abstract

Interface problems have always been the most challenging research area because of the low global

regularity of the solution caused by the discontinuity and the high curvature of the interface exhibited

by the interface’s shape. The classical analysis of singularly perturbed interface problems is not yet

developed and challenging to implement. The analysis and numerical solution of interface problems

deservedly attract substantial attention. This thesis design and analyze numerical techniques for some

singularly perturbed interface problems.

A two-dimensional singularly perturbed convection-reaction-diffusion problem that has discontinu-

ities, along lines parallel to x- and y-axes, in the source term as well as in the convection and reaction

coefficients is considered. The coefficient of the highest-order term is a small positive parameter.

We propose a decomposition of the solution that yields sharp bounds on its derivatives. A particular

finite difference scheme is constructed on an appropriate Shishkin mesh, and it is established that

the computed solution is almost first-order parameter-uniformly convergent. For the same problem,

a local discontinuous Galerkin (LDG) method is constructed on an appropriate Shishkin mesh. The

test functions in the LDG method are piecewise polynomials that lie in the space Qr of piecewise

polynomials of degree at most r in each variable, where r is a positive integer. We established that the

error in the computed solution converges at the rate of r+ 1
2 in a DG-norm.

We next design and analyze a parameters-uniform numerical method for a time-dependent weakly

coupled system of two convection-diffusion equations that has a discontinuity, along the line x =

d, in the source term. The second-order term of each equation is multiplied by a small singular

perturbation parameter of different magnitude. The convergence analysis of the numerical method is

given using the decomposition of the solution into regular and singular components. The numerical

approximations produced by the numerical method are uniformly convergent of first-order in time

and almost first-order in space with respect to both perturbation parameters.
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vi ABSTRACT

A finite difference method for a system of m(≥ 2) singularly perturbed parabolic semilinear reaction-

diffusion equations with a discontinuous source term having discontinuities along Γd = {(x, t) : x =

d, 0 < t ≤ T} is constructed. The semilinear operator is linearized, and a maximum principle is

proved for the linearized operator. A Green’s function is introduced for the semilinear operator using

the linearized operator. Certain bounds on the Green’s function and its derivatives are obtained. Using

these bounds, we give computable parameter-uniform error estimates in maximum norm.

Next, we construct and analyze a numerical method for a time-dependent weakly coupled system of

two singularly perturbed semilinear reaction-diffusion equations. The source terms in both equations

have discontinuities in the spatial variables along x = d, d ∈ Ω := (0,1). The highest order spatial

derivatives in the first and second equations are multiplied by positive perturbation parameters ε1 and

ε2, respectively, which could be arbitrarily small. The domain is discretized using an appropriate

Shishkin mesh. Using the decomposition of the solution, we obtain (ε1,ε2)-uniform error estimates in

”maximum norm.” We prove that the method is a (ε1,ε2)-uniformly convergent of first-order in time

and almost second-order in space.

Numerical experiments are conducted on some test problems for all the developed numerical methods

to validate the theoretical results.



सार

अंतराफलक की समस्या हमेशा बह

ु

त चुनौतीपूण

र्

अनुसंधान क्षेतर् रही है इसका कारण असंतता और अंतराफलक के

आकार द्ारा पर्दिश

र्

त अंतराफलक की उच्च वकर्ता के कारण समाधान की कम व्यापक िनयमानुक

ू

लता है। िसंगुलरली

परटब्ड

र्

अंतराफलक समस्याओं का पारम्पिरक िवश्लेषण अभी तक िवकिसत नहीं ह

ु

आ है और इसे कायार्न्वयन करना

चुनौतीपूण

र्

है। अंतराफलक समस्याओं का िवश्लेषण और संख्यात्मक समाधान उिचत रूप से पयार्प् ध्यान आकिष

र्

त

करते ह

ैं

। यह शोध पर्बधं क

ु

छ िसंगुलरली परटब्ड

र्

अंतराफलक समस्याओं के िलए संख्यात्मक तकनीकों का िनमार्ण

और िवश्लेषण करती है।

एक िद्-आयामी िसंगुलरली परटब्ड

र्

संवहन-पर्ितिकर्या-पर्सार समस्या, िजसम

ें

शर्ोत पद के साथ-साथ संवहन और

पर्ितिकर्या गुणांको म

ें x− और y−अक्षों के समानांतर रखेाओं के अनुिदश असंतता है, पर सुिवचार िकया गया है।

अवकल सिमकरण म

ें

उच्चतम-कर्म पद का गुणांक एक छोटा धनात्मक परैामीटर है। हम समाधान के िवयोजन का

पर्स्ताव करते ह

ैं

जो इसके डेिरवेिटव पर ठीक-ठीक सीमा िनिश्चत करता है। एक िवशेष पिरिमत अन्तराल तकनीकी

उपय

ु

क् िशिष्कन मेस पर िनमार्ण की गई है, और यह स्थािपत िकया गया है िक अिभकिलत समाधान लगभग पर्थम-

कर्म परैामीटर-य

ू

िनफाम

र्

रूप से अिभसिरत होता है। उसी समस्या के िलए, एक उपय

ु

क् िशिष्कन मेस पर एक लोकल

िडस्कं टीन्य

ू

अस गलैिक

र्

न (एलडीजी) िविध का िनमार्ण िकया गया है। एलडीजी िविध म

ें

परीक्षण फलन कई खंडों म

ें

बह

ु

पद ह

ैं

जो समिष् Qr, जो िक पर्त्येक चर म

ें

अिधकतम r घात के बह

ु

पद ह

ैं

, म

ें

िस्थत ह

ैं

, जहां r एक धनात्मक

पूणार्क है। हमने स्थािपत िकया है िक अिभकिलत समाधान म

ें

तर्ुिट r+ 1
2
की दर से डीजी-मानदडं म

ें

अिभसिरत होती

है।

आगे हम समय पर िनभ

र्

र करने वाले दो संवहन-पर्सार समीकरणों की कमजोर य

ु

िग्मत िनकाय के िलए एक परैामीटर-

य

ू

िनफाम

र्

संख्यात्मक िविध का िनमार्ण और िवश्लेषण कर

ें

गे, िजसम

ें

शर्ोत पद म

ें

रखेा x = d के अनुिदस एक असंतता

है। पर्त्येक समीकरण के द

ू

सर-ेकर्म के पद को अलग-अलग पिरमाण के एक छोटे िसंगुलर परटब

ेर्

सन परैामीटर से गुणा

िकया जाता है। समाधान को रगेुलर और िसंगुलर घटकों म

ें

िवभाजन का उपयोग करके संख्यात्मक िविध के अिभसरण

का िवश्लेषण िदया गया है। संख्यात्मक िविध द्ारा उत्पन् संख्यात्मक अनुमान समय म

ें

पर्थम-कर्म से औरस्थािनक

चर म

ें

लगभग पर्थम-कर्म से दोनों परैामीटर के संदभ

र्

म

ें

एकसमान रूप से अिभसिरत होता है।

vii
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m(≥ 2) िसंगुललीर् परटब्डर् परैाबोिलक सेिमलीिनयर समीकरणों के एक िनकाय, िजसके शर्ोत पद म

ें Γd = {(x, t) : x =

d, 0 < t ≤ T} के अनुिदस असंतता है, के िलए एक पिरिमत अन्तराल तकनीकी का िनमार्ण िकया गया है।

सेिमलीिनयर ऑपरटेर को रिैखकक

ृ

त िकया गया है, और रिैखकक

ृ

त ऑपरटेर के िलए एक अिधकतम िसद्ांत िसद्

िकया गया है। रिैखकक

ृ

त ऑपरटेर का उपयोग करके सेिमलीिनयर ऑपरटेर के िलए एक गर्ीन का फ़ं क्शन पेश िकया

गया है। गर्ीन के फ़ं क्शन और उसके डेिरवेिटव पर क

ु

छ सीमाएं पर्ाप् की गई ह

ैं

। इन सीमाओं का उपयोग करते ह

ु

ए, हम

अिधकतम-मानदडं म

ें

गणना योग्य परैामीटर-य

ू

िनफाम

र्

तर्ुटी का आकलन करते ह

ैं

।

आगे हम समय पर िनभ

र्

र करने वाली दो पर्ितिकर्या-पर्सार समीकरणों की कमजोर य

ु

िग्मत िनकाय के िलए एक संख्यात्मक

िविध का िनमार्ण और िवश्लेषण करते ह

ैं

। दोनों समीकरणों के शर्ोत पदों म

ें x = d, d ∈ Ω := (0, 1), के अनुिदस

स्थािनक चर म

ें

असंतता है। पहले और द

ू

सरे समीकरणों म

ें

उच्चतम कर्म के स्थािनक डेिरवेिटव्स को कर्मशः धनात्मक

परटब

ेर्

सन परैामीटर ε1 और ε2 से गुणा िकया गया है, जो मनमाने ढंग से छोटा हो सकता है। उपय

ु

क् िशिष्कन मेश का

उपयोग करके डोमेन को िवभाजीत िकया गया है। समाधान के अपघटन का उपयोग करके, हम "अिधकतम मानदडं"

म

ें

(ε1, ε2)-यूिनफामर् तर्ुिट का अनुमान पर्ाप् करते ह

ैं

। हम िसद् करते ह

ैं

िक िविध समय म

ें

पहले-कर्म और स्थािनक

चर म

ें

लगभग द

ु

सर-ेकर्म से (ε1, ε2)-यूिनफामर् रूप से अिभसिरत होती है।

सदै्ांितक पिरणामों की अिभपुिष् करने के िलए सभी िवकिसत संख्यात्मक िविधयों के िलए क

ु

छ परीक्षण समस्याओं पर

संख्यात्मक पर्योग िकए गए ह

ैं

।
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