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Abstract

The main aim of the thesis is to study average sampling and reconstruction

problem for functions in reproducing kernel subspaces. The thesis contains five

chapters. In Chapter 1, we discuss the brief literature survey, required definitions

and preliminary results.

In Chapter 2, we study the average sampling problem in shift-invariant spaces

generated by continuously differentiable functions satisfying some additional condi-

tions. We prove that every f in V (ϕ) can be reconstructed uniquely and stably from

its local averages on some discrete sets. As a particular case, we obtain the results

for shift-invariant spaces of B-spline functions and Meyer scaling functions. An iter-

ative frame reconstruction algorithm for the reconstruction of every f in V (ϕ) from

its local averages is also presented with exponential convergence. Further, numerical

implementation of our theoretical results is also provided by choosing the generator

as B-spline function and Meyer scaling function.

In Chapter 3, we consider the sampling and average sampling problem in quasi

shift-invariant spaces which are generalization of shift-invariant spaces. We first es-

tablish the Bernstein-type inequality for functions in VS(ϕ), where S is a translation

set and ϕ is a continuously differentiable positive definite function satisfying certain

decay and non-vanishing conditions. We obtain a sufficient condition on a sampling

set X under which every f in VS(ϕ) can be stably and uniquely reconstructed by its

samples {f(xk) : xk ∈ X} as well as by its average samples provided sampling points

{xk : k ∈ Z} are close enough. Further, iterative algorithms for reconstruction of f

in VS(ϕ) from its samples {f(xk) : k ∈ Z} as well as from its average samples are

also provided.

In Chapter 4, we study the sampling and average sampling problem in a re-

producing kernel Hilbert space V, where the Bernstein-type inequality holds. We

obtain two dual frames for averaging functions {uk : k ∈ Z}, one by using quasi

approximation and another by using piecewise linear approximation. We also derive

several consequences. In particular, we obtain the results for shift-invariant spaces,

quasi shift-invariant spaces, and for variable bandwidth spaces.
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vi Abstract

In the last chapter, we consider the sampling and average sampling problem

for a more general class of functions with flexible norm. We consider the space V

which is a range space of idempotent integral operator on Lp,q(Rd+1) defined by

a kernel which satisfy some decay and regularity conditions. We first prove that

if sample points are close enough, then the sampling inequality holds for every

f ∈ V. We provide an iterative algorithm for the recovery of f ∈ V from its samples

using orthogonal projection. We also discuss the average sampling problem in V.

Particularly, we prove that every f ∈ V can be recovered in a stable and unique

way from its average sample values taken on a sufficiently small γ-dense sets. We

also provide an iterative algorithm for the recovery of f ∈ V by using its average

samples which are dense enough.



 
                                               

                                सायाॊश 
 
 
 
 
इस शोध प्रफॊध का भुख्म उद्देश्म येप्रोडूससॊग कनेर सफस्ऩेस के परनों के सरए औसत नभूनाकयण औय 
ऩुनर्निभािण सभस्मा का अध्ममन कयना है। इस शोध प्रफॊध भें कुर ऩाॊच अध्माम शासभर हैं। प्रथभ अध्माम भें 
हभ सॊक्षऺप्त साहहत्म सरे्वऺण, आर्वश्मक ऩरयबाषाऐॊ औय प्रायॊसबक ऩरयणाभों ऩय चचाि कयेंगे। 
 द्वर्वतीम अध्माम भें हभ ऐसे सतत अर्वकरनीम परन, जो कुछ शतों को ऩूया कयत े है, से उत्त्ऩन्न सशफ्ट 
इनरे्वरयएॊट स्ऩेस भे औसत नभूनाकयण औय ऩुनर्निभािण सभस्मा का अध्ममन कयेंगे। हभ ससद्ध कयत ेहैं कक 
सशफ्ट इनरे्वरयएॊट स्ऩेस भें प्रत्मेक परन का कुछ असतत बफॊदओुॊ ऩय उसके स्थानीम औसत से वर्वसशष्ट औय 
भहत्र्वऩूणि रूऩ से ऩुनर्निभािण ककमा जा सकता है। एक वर्वशेष भाभरे के रूऩ भें, फी-स्प्राइन परन औय भेमय 
स्केसरॊग परन से उत्त्ऩन्न सशफ्ट इनरे्वरयएॊट स्ऩेस के ऩरयणाभो की चचाि कयेंगे। स्थानीम औसत से सशफ्ट 
इनरे्वरयएॊट स्ऩेस के हय परन के ऩुनर्निभािण के सरए एक ऩुनयार्वतृ्त फे्रभ ऩुनर्निभािण एल्गोरयथभ घातीम 
असबसयण के साथ प्रस्तुत ककमा गमा है। इसके अरार्वा, जनयेटय को फी-स्ऩराइन परन औय भेमय स्केसरॊग 
परन के रूऩ भें चुनकय हभाये सैद्धाॊर्तक ऩरयणाभों का सॊख्मात्भक कामािन्र्वमन बी प्रदान ककमा गमा है। 
 ततृीम अध्माम भें हभ क्र्वासस सशफ्ट-इनरे्वरयएॊट स्ऩेस, जो कक सशफ्ट-इनरे्वरयएॊट स्ऩेस का साभान्मीकयण है, भें 
नभूनाकयण औय औसत नभनूाकयण सभस्मा ऩय वर्वचाय कयेंगे। ऩहरे हभ   ( ) के परनों के सरए फनिस्टीन-
प्रकाय की इनक्र्वॉसरटी स्थावऩत कयेंगे जहाॊ ऩय   एक ट्ाॊसरेशन सेट है औय   एक सतत अर्वकरनीम ऩॉजजहटर्व 
डकेपर्नट परन है जो कुछ शतों को ऩूया कयता है। हभने नभूनाकयण सेट भें एक ऩमािप्त शति प्राप्त की है 
जजससे   ( ) के प्रत्मेक परन का कुछ असतत बफॊदओुॊ ऩय उसके स्थानीम औसत से वर्वसशष्ट औय भहत्र्वऩूणि 
रूऩ से ऩुनर्निभािण ककमा जा सकता है। स्थानीम औसत से   ( ) के हय परन के ऩुनर्निभािण के सरए एक 
ऩुनयार्वतृ्त ऩुनर्निभािण एल्गोरयथभ घातीम असबसयण के साथ प्रस्तुत ककमा गमा है। 
 चौथे अध्माम भें हभ ऐसे येप्रोडूससॊग कनेर हहल्फटि स्ऩेस, जजसभे फनिस्टीन-प्रकाय की इनक्र्वॉसरटी होती है, भें 
नभूनाकयण औय औसत नभूनाकयण सभस्मा ऩय वर्वचाय कयेंगे। हभने औसत परनों के सरए दो ड्मूर फे्रम्स बी 
प्राप्त ककमे हैं, एक क्र्वासस अनुभान से औय दसूया खॊड अनुसाय यैखखक अनुभान के द्र्वाया। हभने कई औय 
ऩरयणाभ बी प्राप्त ककमे हैं। वर्वशेष रूऩ से हभ सशफ्ट-इनरे्वरयएॊट स्ऩेस, क्र्वासस सशफ्ट-इनरे्वरयएॊट स्ऩेस औय रे्वरयएफर 

फैंड वर्वड्थ स्ऩेस के सरए ऩरयणाभ उत्ऩन्न ककमे है।  
 आखखयी अध्माम भें हभ अधधक साभान्म र्वगि के परनों के सरए नभनूाकयण औय औसत नभूनाकयण सभस्मा 
को रचीरे नॉभि के साथ अध्ममन कयेंगें। इस अध्माम भें हभ भुख्म रूऩ से सभधित सरफेग स्ऩेस ऩय कनेर से 
ऩरयबावषत आइडमे्ऩोटेंट इॊटीग्रर ऑऩयेटय के येंज स्ऩेस   भें नभूनाकयण औय औसत नभूनाकयण सभस्मा का 
अध्ममन कयेंगे। महाॉ ऩय कनेर कुछ ऺम औय र्नमसभतता की शतो को ऩूया कयता है। हभ ऩहरे मह साबफत 
कयत ेहैं कक महद नभूने बफॊद ुऩमािप्त ऩास ऩास हैं, तो नभूना इनक्र्वॉसरटी   के प्रत्मेक परन के सरए सत्म है। 
हभ ओथोगोनर प्रोजेक्शन का उऩमोग कयके   के प्रत्मेक परन को उसके नभूनों से ऩूयी तयह ऩुनर्निभािण के 
सरए एक ऩुनयार्वतृ्त एल्गोरयथ्भ प्रदान कयत ेहैं। हभ   भें औसत नभूनाकयण की बी चचाि कयेंगे। वर्वशषे रूऩ से, 



हभ मह ससद्ध कयत ेहैं कक महद नभूने बफॊद ुऩमािप्त ऩास ऩास हैं तो   के प्रत्मेक परन को उसके औसत 
नभूनों से वर्वसशष्ट औय भहत्र्वऩूणि रूऩ से ऩुनर्निभािण ककमा जा सकता है। हभ   के प्रत्मेक परन को उसके 
औसत नभूनों से ऩूयी तयह ऩुनर्निभािण के सरए एक ऩुनयार्वतृ्त एल्गोरयथ्भ बी प्रदान कयते है।    
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