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Abstract

Recent advances in cognitive and counter-adversarial systems with the ability to infer their
adversary’s beliefs have garnered significant research interest in inverse filtering from a Bayesian
perspective. Such counter-adversarial systems have potential applications where an autonomous
system interacts with its environment, learns relevant information about it, and then adapts
itself to achieve its goals optimally. An important example is the inverse cognition problem in
cognitive radar-target dynamics. A cognitive radar adapts its waveform, beam pattern, and other
parameters in real-time to accurately localize its target. An intelligent target can employ these
inverse filtering results to evade detection and even deceive the adversarial radar. In this setting,
a cognitive adversary or ‘attacker’ tracks its target of interest using a stochastic framework such
as a Kalman filter (KF). The target or ‘defender’ then employs another inverse stochastic filter
to infer the forward filter’s estimates of the defender’s state computed by the attacker. For
instance, recently, inverse KF (I-KF) has been developed to predict the attacker’s future steps
by estimating its (forward) KF’s estimates. Existing works on inverse stochastic filtering and
inverse cognition consider either linear Gaussian or finite state-space models, which limits their
applicability in many practical engineering problems. Hence, in this dissertation, we study
inverse filtering in the general non-linear non-Gaussian system framework. However, the non-
linear Bayesian filtering is an intractable problem that necessitates sub-optimal approximation
techniques. In our work, we develop inverse non-linear filters using different sub-optimal filtering
approaches. We further study the theoretical performance guarantees for the developed filters.
Finally, several numerical experiments demonstrate the estimation performance of our methods
using the recursive Cramér-Rao lower bound and non-credibility index (NCI) as benchmarks.

In the inverse non-linear filtering context, we first investigate the extended KF (EKF), which
uses Taylor series expansion to extend the standard KF to non-linear dynamics. To this end,
we develop inverse EKF (I-EKF) for non-linear systems with and without unknown exogenous
inputs. We then provide theoretical stability guarantees for I-EKF in the exponential-mean-
squared-boundedness sense using both bounded non-linearity and unknown matrix approaches.
In particular, the inverse filter is stable under mild system-level conditions, provided that the
forward filter is stable. Additionally, we prove that I-EKF is a conservative estimator, i.e., I-
EKF’s estimated error covariance upper bounds its true value. In the process, we also obtain
I-KF for linear systems with unknown inputs and provide sufficient conditions for its asymp-
totic stability. Our I-EKF can be further modified using the maximum correntropy criterion
(MCC) to tackle non-Gaussian noises. However, the standard EKF technique has several dis-
advantages. The EKF, and hence I-EKF, performs poorly when the dynamic system is highly
non-linear, is sensitive to initialization, and may even fail completely. These drawbacks of EKF
have led to the development of several advanced variants to enhance estimation accuracy, sta-
bility, and practical feasibility. Hence, we generalize our I-EKF formulation to highly non-linear
models and develop inverse second-order EKF (I-SOEKF), inverse Gaussian-sum EKF (I-GS-
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EKF), and inverse dithered EKF (I-DEKF). These advanced I-EKF variants overcome some
of I-EKF’s limitations and provide improved performance, depending on the system. Finally,
we derive I-SOEKF’s theoretical stability guarantees using the bounded non-linearity approach.
Our numerical experiments further suggest that an advanced inverse filter may provide better
performance at the cost of computational efforts, even when assuming an incorrect forward filter
employed by the attacker.

Despite its simplicity, EKF suffers from linearization errors in highly non-linear applications,
which can be efficiently handled with derivative-free sigma-point KFs (SPKFs). In contrast to
EKF, SPKFs use function evaluation at a deterministic set of sigma points to approximate the
statistics of a random variable under non-linear transformation. In light of this, we explore
the unscented transform method or, equivalently, statistical linearization technique and develop
inverse unscented KF (I-UKF). However, practical systems often involve continuous-time state
evolution or complex-valued states and observations. Hence, we generalize our I-UKF theory
to obtain continuous-discrete and complex I-UKFs for inverse filtering applications. We also
investigate enhanced SPKFs based on efficient numerical integration techniques and develop in-
verse cubature KF (I-CKF), inverse quadrature KF (I-QKF), and inverse cubature-quadrature
KF (I-CQKF). Finally, we derive sufficient conditions for the stochastic stability of the afore-
mentioned inverse SPKFs using the unknown matrix approach. In the process, we also obtain
hitherto unreported general stability results for forward UKF and CKF. Inverse SPKFs, like
I-EKFs, have been shown to be conservative estimators.

Our inverse EKFs and SPKFs adopt the inverse filtering framework of I-KF and assume that
both the attacker and defender agents have perfect knowledge of the system model. However,
in practice, agents employing stochastic filters often lack prior system model information. In
this context, we address the unknown system model case by developing reproducing kernel
Hilbert space (RKHS)-based EKF and UKF to learn system parameters and estimate the state
simultaneously. Our RKHS-based filters can be employed by both the attacker and defender to
estimate the defender’s state and the attacker’s state estimate, respectively. While both RKHS-
based filters adopt an online approximate Expectation Maximization (EM) algorithm to learn
the system parameters, the expectations under non-linear transformations in RKHS-EKF and
RKHS-UKF are computed using Taylor series-based linearization and the unscented transform,
respectively. Our numerical experiments further demonstrate that RKHS-UKF outperforms
RKHS-EKF in terms of estimation accuracy. Finally, we provide theoretical stability guarantees
for the developed RKHS-based filters using the unknown matrix approach. In our RKHS-based
KFs, the recursive Bayesian state estimation framework is extended to unknown systems by
coupling an additional EM-based parameter update step with the EKF/UKF recursions. As
a result, we are able to examine their stochastic stability, which is not possible with other
kernel-based methods reported in the literature.

The sub-optimal non-linear filtering approaches discussed so far assume additive Gaussian
system models and/or locally approximate the non-linear dynamics at the state estimates. Con-
sequently, these methods are difficult to implement in many practical scenarios. Hence, we also
consider the global but computationally expensive sequential Monte Carlo (SMC) filtering ap-
proach to develop inverse filters for general non-linear and non-Gaussian systems. In this context,
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we first develop an inverse particle filter (I-PF) that assumes perfect system model information.
Unlike EKF and SPKFs, which assume a Gaussian posterior density, the PF framework uses MC
methods to approximate arbitrary posterior distributions. However, the particles in PFs are not
statistically independent, and standard convergence results for MC methods based on central
limit theorems are not applicable. In this work, we study the convergence of the developed I-PF
in the L4-sense and show that under mild system-level conditions, our I-PF’s estimates con-
verge to the optimal inverse filter’s estimates. Despite the fact that the Gaussianity assumption
restricts practical applications, it frequently presents a trade-off between accuracy and ease of
implementation. Hence, we next explore the application of SMC techniques to Gaussian systems
and develop inverse Gaussian PF (I-GPF) and inverse ensemble KF (I-EnKF). GPFs employ
sequential importance sampling (SIS) to approximate the mean and covariance of a Gaussian
posterior density. The EnKF, on the other hand, is an MC approximation of the standard KF
but has been successfully applied to a wide range of extremely high-dimensional and non-linear
problems. Our I-GPF and I-EnKF can further efficiently handle non-Gaussian noises with suit-
able modifications. Finally, we introduce the differentiable I-PF, differentiable I-EnKF, and
RKHS-EnKF methods, leveraging SMC techniques to tackle situations where the defender lacks
knowledge of the system information.
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सारांश 

हाल ही में, संज्ञानात्मक और प्रतिकूल परिस्थितियों का सामना करने वाले सिस्टम, जो अपने विरोधी की 
मान्यताओ ं का अनमुान लगाने में सक्षम हैं, ने बेयसियन परिपे्रक्ष्य से व्यतु्क्रम निस्पंदन (इनवर्स 
फ़िल्टरिगं) में महत्वपरू्ण शोध रुचि प्राप्त की है। ऐसे प्रतिकूल परिस्थितियों का सामना करने वाले 
सिस्टम उन अनपु्रयोगों में महत्वपरू्ण भमूिका निभा सकत ेहैं, जहाँ एक स्वायत्त प्रणाली अपने परिवेश के 
साथ बातचीत करती है, प्रासंगिक जानकारी सीखती है और फिर अपने लक्ष्यों को सर्वोत्तम रूप से प्राप्त 
करने के लिए स्वयं को अनकूुलित करती है। इसका एक महत्वपरू्ण उदाहरण संज्ञानात्मक रडार-लक्ष्य 
गतिकी में व्यतु्क्रम संज्ञान (इनवर्स कॉग्निशन) समस्या है। एक संज्ञानात्मक रडार अपने लक्ष्य को 
सटीक रूप से स्थानीयकृत करने के लिए अपने वेवफॉर्म, बीम पटैर्न और अन्य मापदंडों को वास्तविक 
समय में समायोजित करता है। एक बदु्धिमान लक्ष्य इन व्यतु्क्रम निस्पंदन परिणामों का उपयोग करके 
पहचान से बच सकता है और यहां तक कि प्रतिकूल रडार को धोखा भी दे सकता है। इस परिपे्रक्ष्य में, एक 
संज्ञानात्मक प्रतिद्वंद्वी या 'हमलावर' कलमनै फिल्टर (KF) जसेै स्तोकास्टिक फे्रमवर्क  का उपयोग 
करके अपने लक्षित उद्देश्य को टै्रक करता है। इसके उत्तर में, लक्ष्य या 'रक्षक' एक अन्य व्यतु्क्रम 
स्तोकास्टिक फ़िल्टर का उपयोग करता है, जिससे वह हमलावर द्वारा अपने अवस्था का अनमुान लगाने 
वाले फ़ॉरवर्ड फ़िल्टर के अनमुानों को समझ सकता है। उदाहरण के लिए, हाल ही में इनवर्स KF (I-KF) 
विकसित किया गया है, जो हमलावर के भविष्य के कदमों की भविष्यवाणी करने के लिए उसके (फॉरवर्ड) 
KF के अनमुानों का अनमुान लगाता है। अब तक के अधिकांश शोध कार्य केवल रैखिक गॉसियन 
(लाइनियर-गौसियन) या सीमित स्थिति-अतंराल (फिनाइट स्टेट-स्पेस) मॉडल तक सीमित रहे हैं, 
जिससे उनकी व्यावहारिक इंजीनियरिगं समस्याओ ंमें उपयोगिता सीमित हो जाती है। इसीलिए, इस 
शोध में, हम सामान्य गैर-रेखीय (नॉन-लाइनियर) और गैर-गॉसियन प्रणाली संरचना में व्यतु्क्रम 
निस्पंदन का अध्ययन करत े हैं। हालाँकि, गैर-रेखीय बेयसियन निस्पंदन गणनात्मक रूप से जटिल 
समस्या है, जिसके लिए उप-इष्टतम (सब-ऑप्टिमल) सन्निकटन तकनीकों की आवश्यकता होती है। 
इस शोध में, हम विभिन्न उप-इष्टतम निस्पंदन विधियों का उपयोग करके व्यतु्क्रम गैर-रेखीय फ़िल्टर 
विकसित करत ेहैं। साथ ही, विकसित फ़िल्टरों के सदै्धांतिक प्रदर्शन गारंटी का अध्ययन करत ेहैं। इसके 
अलावा, कई संख्यात्मक प्रयोगों के माध्यम से हमारी विधियों के अनमुान प्रदर्शन का मलू्यांकन किया 
जाता है, जिसमें पनुरावतृ्त कै्रमर-राव निचली सीमा (Cramér-Rao Lower Bound) और 
गैर-विश्वसनीयता सचूकांक (Non-Credibility Index, NCI) जसेै मापदंडों का उपयोग किया जाता है। 

व्यतु्क्रम गैर-रेखीय निस्पंदन के संदर्भ में, सबसे पहले हम विस्तारित कलमनै फिल्टर (EKF) 
की जांच करत े हैं, जो टेलर श्रृंखला विस्तार का उपयोग करके मानक KF को गैर-रेखीय गतिकी तक 
विस्तारित करता है। इस कार्य में, हम अज्ञात वाह्य इनपटु्स के साथ और बिना, गैर-रेखीय प्रणालियों के 
लिए इनवर्स EKF (I-EKF) विकसित करत ेहैं। इसके अलावा, हम I-EKF की स्थिरता की सदै्धांतिक 
गारंटी प्रदान करत ेहैं और यह दर्शात ेहैं कि यदि फॉरवर्ड फ़िल्टर स्थिर है, तो व्यतु्क्रम फ़िल्टर भी स्थिर 
रहेगा। इसके अतिरिक्त, हम यह सिद्ध करत ेहैं कि I-EKF एक संरक्षित (conservative) अनकुरणक 
है, अर्थात I-EKF द्वारा अनमुानित त्रटुि सह-सांयोजन (error covariance) इसकी वास्तविक मान से 
अधिकतम सीमा तक बंधित रहता है। इस प्रक्रिया में, हम अज्ञात इनपटु वाले रैखिक प्रणालियों के लिए 
I-KF भी प्राप्त करत ेहैं और इसकी दीर्घकालिक (asymptotic) स्थिरता के लिए पर्याप्त शर्तें प्रदान करत े



हैं। हमारे I-EKF को अधिकतम कोरेंट्रोपी मापदंड (MCC) का उपयोग करके संशोधित किया जा सकता 
है, जिससे यह गैर-गॉसियन शोर (non-Gaussian noises) को प्रभावी रूप से संभाल सके। EKF की 
कुछ सीमाओ ंको दरू करने के लिए, हम I-EKF को अधिक उन्नत गैर-रेखीय मॉडल तक सामान्यीकृत 
करत े हैं और इनवर्स सेकंड-ऑर्डर EKF (I-SOEKF), इनवर्स गॉसियन-सम EKF (I-GSEKF), और 
इनवर्स डिथर्ड EKF (I-DEKF) विकसित करत ेहैं। ये उन्नत I-EKF प्रकार I-EKF की कुछ सीमाओ ंको 
दरू करत ेहैं और प्रणाली के आधार पर बेहतर प्रदर्शन प्रदान करत ेहैं। अतंतः, हम सीमित गैर-रेखीयता 
(bounded non-linearity) दृष्टिकोण का उपयोग करके I-SOEKF की सदै्धांतिक स्थिरता गारंटी प्राप्त 
करत ेहैं। हमारे संख्यात्मक प्रयोग यह भी संकेत देत ेहैं कि एक उन्नत व्यतु्क्रम फ़िल्टर, भले ही हमलावर 
द्वारा उपयोग किए गए फ़ॉरवर्ड फ़िल्टर की धारणा गलत हो, फिर भी अतिरिक्त गणनात्मक प्रयासों की 
कीमत पर बेहतर प्रदर्शन प्रदान कर सकता है। 

हालांकि EKF सरल है, यह अत्यधिक गैर-रेखीय अनपु्रयोगों में रैखिकीकरण (लिनियराइजे़शन) 
त्रटुियों के कारण प्रभावित हो सकता है। इस समस्या को सलुझाने के लिए, हम सिग्मा-पॉइंट कलमनै 
फिल्टर (SPKF) दृष्टिकोण अपनात ेहैं, जो यादृच्छिक चर (रैंडम वरैिएबल) के सांख्यिकीय अनमुान को 
बेहतर ढंग से संभालता है। इस आधार पर, हम इनवर्स अनसेंटेड KF (I-UKF) विकसित करत ेहैं और इसे 
सतत-विच्छिन्न (Continuous-Discrete) और जटिल-मान (Complex-Valued) प्रणालियों तक 
विस्तारित करत ेहैं। इसके अलावा, हम कुबेटर KF (I-CKF), क्वाड्रटेर KF (I-QKF) और कुबेटर-क्वाड्रटेर 
KF (I-CQKF) विकसित करत ेहैं और इनके स्थिरता गुणों का विश्लेषण करत ेहैं। अतंतः, हम अज्ञात 
मटै्रिक्स दृष्टिकोण का उपयोग करके उपर्युक्त व्यतु्क्रम SPKF की स्तोकास्टिक स्थिरता के लिए पर्याप्त 
शर्तें प्राप्त करत े हैं। इस प्रक्रिया में, हम अब तक अप्रकाशित फ़ॉरवर्ड UKF और CKF के सामान्य 
स्थिरता परिणाम भी प्राप्त करत ेहैं। I-EKF की तरह, व्यतु्क्रम SPKF भी संरक्षित (conservative) 
अनकुरणक सिद्ध हुए हैं। 

हमारे इनवर्स EKF और SPKF फ़िल्टर इस धारणा पर आधारित हैं कि हमलावर और रक्षक 
दोनों के पास प्रणाली मॉडल की परूी जानकारी होती है। हालांकि, व्यावहारिक परिस्थितियों में, एजेंटों को 
अक्सर परू्ण प्रणाली मॉडल की जानकारी नहीं होती। इस समस्या के समाधान के लिए, हम रिप्रोड्यसूिगं 
कर्नेल हिल्बर्ट स्पेस (RKHS) आधारित EKF और UKF विकसित करत ेहैं, जो प्रणाली के परैामीटर 
सीखने और स्थिति का अनमुान लगाने में सक्षम हैं। इस संदर्भ में, हम ऑनलाइन अनमुानित 
अपेक्षा-अधिकतमकरण (EM) एल्गोरिदम का उपयोग करत ेहैं, जो प्रणाली के परैामीटर को अद्यतन 
करने के लिए EKF/UKF पनुरावतृ्तियों (रिकर्सन) के साथ जोड़ा जाता है। हमारे RKHS-आधारित फ़िल्टर 
का उपयोग हमलावर और रक्षक दोनों द्वारा किया जा सकता है, जहां रक्षक की स्थिति का अनमुान 
हमलावर द्वारा और हमलावर की स्थिति का अनमुान रक्षक द्वारा लगाया जाता है। दोनों 
RKHS-आधारित फ़िल्टर सिस्टम के परैामीटर सीखने के लिए एक ऑनलाइन अनमुानित एक्सपेक्टेशन 
मकै्सिमाइजे़शन (EM) एल्गोरिदम अपनात ेहैं। हालांकि, RKHS-EKF और RKHS-UKF में गैर-रेखीय 
रूपांतरणों के अतंर्गत अपेक्षाएं क्रमशः टेलर श्रृंखला-आधारित रैखिकीकरण और अनसेंटेड ट्रांसफॉर्म का 
उपयोग करके गणना की जाती हैं। हमारे प्रयोगों से पता चलता है कि RKHS-UKF, RKHS-EKF की 
तलुना में बेहतर अनमुान सटीकता प्रदान करता है। अतंतः, हम विकसित किए गए RKHS-आधारित 
फ़िल्टरों के लिए अज्ञात मटै्रिक्स दृष्टिकोण का उपयोग करके सदै्धांतिक स्थिरता गारंटी प्रदान करत ेहैं। 
हमारे RKHS-आधारित केएफ़ (KFs) में, पनुरावतृ्त बायेसियन अवस्था अनमुान ढांचे को अज्ञात 
प्रणालियों तक विस्तारित किया जाता है, जिसमें EKF/UKF पनुरावतृ्तियों के साथ एक अतिरिक्त 



EM-आधारित परैामीटर अपडटे चरण जोड़ा जाता है। परिणामस्वरूप, हम उनकी स्तोकास्टिक स्थिरता 
की जांच करने में सक्षम होत ेहैं, जो साहित्य में रिपोर्ट की गई अन्य कर्नेल-आधारित विधियों के साथ 
संभव नहीं है। 

अब तक चर्चा किए गए उप-इष्टतम गैर-रेखीय निस्पंदन दृष्टिकोण आमतौर पर अतिरिक्त 
गॉसियन मॉडल मानत ेहैं या स्थानीय रूप से गैर-रेखीय गतिकी को अनमुानित करत ेहैं, जिससे उनकी 
व्यावहारिकता सीमित हो जाती है। इसलिए, हम अनकु्रमिक मोंटे-कार्लो (SMC) निस्पंदन तकनीकों का 
उपयोग करके व्यतु्क्रम फ़िल्टर विकसित करत े हैं, जो अधिक सामान्य गैर-रेखीय और गैर-गॉसियन 
प्रणालियों पर लागू किए जा सकत े हैं। इस दृष्टिकोण में, हम पहले इनवर्स पार्टिकल फ़िल्टर (I-PF) 
विकसित करत ेहैं, जो संपरू्ण प्रणाली मॉडल की जानकारी मानता है। EKF और SPKF के विपरीत, जो 
गॉसियन पश्च घनत्व (Gaussian posterior density) को मानत े हैं, PF फे्रमवर्क  मनमाने पश्च 
वितरणों (arbitrary posterior distributions) के सन्निकटन के लिए MC विधियों का उपयोग करता 
है। हालांकि, PF में कण (particles) सांख्यिकीय रूप से स्वतंत्र नहीं होत ेहैं, और कें द्रीय सीमा प्रमेय 
(central limit theorem) पर आधारित MC विधियों के मानक अभिसरण (convergence) परिणाम 
लागू नहीं होत।े इस कार्य में, हम विकसित किए गए I-PF के L4-सेंस में अभिसरण का अध्ययन करत ेहैं 
और दिखात े हैं कि हल्की प्रणाली-स्तरीय (system-level) शर्तों के तहत, हमारे I-PF के अनमुान 
इष्टतम व्यतु्क्रम फ़िल्टर (optimal inverse filter) के अनमुानों से मेल खात ेहैं। हालांकि गॉसियनिटी 
(Gaussianity) की धारणा व्यावहारिक अनपु्रयोगों को सीमित करती है, यह अक्सर सटीकता और 
कार्यान्वयन में आसानी के बीच एक समझौता प्रस्ततु करती है। इसलिए, हम अगला कदम बढ़ात ेहुए 
गॉसियन प्रणालियों पर SMC तकनीकों के अनपु्रयोग का अध्ययन करत ेहैं और इनवर्स गॉसियन PF 
(I-GPF) तथा इनवर्स एंसेंबल KF (I-EnKF) विकसित करत े हैं। GPFs अनकु्रमिक महत्त्व सैंपलिगं 
(SIS) का उपयोग करके गॉसियन पश्च घनत्व (Gaussian posterior density) के माध्य और 
सह-सांयोजन (covariance) का सन्निकटन करत े हैं। दसूरी ओर, EnKF एक मानक KF का MC 
सन्निकटन है, लेकिन इसे अत्यधिक उच्च-आयामी और गैर-रेखीय समस्याओ ंकी एक विस्ततृ श्रृंखला 
में सफलतापरू्वक लागू किया गया है। हमारा I-GPF और I-EnKF, उपयकु्त संशोधनों के साथ, 
गैर-गॉसियन शोर (non-Gaussian noises) को भी प्रभावी ढंग से संभाल सकता है। अतंतः, हम 
विभेदनीय (differentiable) I-PF, विभेदनीय I-EnKF, और RKHS-EnKF विधियों को प्रस्ततु करत ेहैं, 
जो SMC तकनीकों का उपयोग करके उन परिस्थितियों से निपटने में सक्षम होत े हैं जहां रक्षक 
(defender) के पास प्रणाली संबंधी जानकारी का अभाव होता है। 
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ADF Assumed density filtering
ALD Approximate linear dependence
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PF/ I-PF Particle filter/ Inverse PF
P-MCMC Particle MCMC
QKF/ I-QKF Quadrature Kalman filter/ Inverse QKF
RCRLB Recursive Cramer-Rao lower bound
RKHS Reproducing kernel Hilbert space
RKHS-EKF/UKF/EnKF RKHS-based EKF/UKF/EnKF
RL/ IRL Reinforcement learning/ Inverse RL
RMSE/ AMSE Root mean-squared error/ Time-averaged RMSE
SIS Sequential Importance sampling
SLT Statistical Linearization technique
SMC Sequential Monte Carlo
SOEKF/ I-SOEKF Second-order EKF/ Inverse SOEKF
SPKF Sigma-point Kalman filter
UKF/ I-UKF Unscented Kalman filter/ Inverse UKF
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Notations

Parameter/ Definition
Function

k Discrete-time index
xk Defender’s true state (nx-dimensional vector) at k-th time instant
uk Unknown exogenous control input (nu-dimensional vector) at k-th time instant
yk Attacker’s observation (ny-dimensional vector) of xk at k-th time instant
x̂k Attacker’s estimate of xk given observations {yj}1≤j≤k computed via

a forward filter
ûk Attacker’s estimate of the unknown input via forward filter
Σk Forward filter’s estimate of error covariance for estimate x̂k
ak Defender’s observation (na-dimensional vector) of x̂k at k-th time instant
ˆ̂xk Defender’s estimate of x̂k given observations {aj}1≤j≤k and true states
ˆ̂uk Defender’s estimate of ûk via inverse filter

{xj}0≤j≤k computed via an inverse filter
Σk Inverse filter’s estimate of error covariance for estimate ˆ̂xk
[a]i/ [A]i,j The i-th component of vector a/ (i, j)-th component of matrix A
[A](i1:i2,j1:j2) The sub-matrix of A consisting of rows i1 to i2 and columns j1 to j2
[A](i,:)/ [A](:,j) The i-th row/ j-th column of matrix A
(·)T/H Transpose/ Hermitian operation
∥ · ∥2/ ∥ · ∥A l2 norm/ norm with respect to matrix A of a vector, i.e., xTAx
∥x∥∞ l∞ norm of vector x
Tr/det/rank(A) Trace/ Determinant/Rank of matrix A
diag(a1, a2, . . . , al) A ‘l × l’ diagonal matrix with diagonal elements a1, a2, . . . , al
∥A∥/ ∥A∥∞ Spectral/ maximum row sum norm of matrix A
A ⪯ B The matrix B−A is a positive semidefinite (p.s.d.) matrix√
A Square-root of matrix A such that A =

√
A
√
A
T

∇f/ ∂f
∂x

The Rm×n Jacobian matrix for a function f : Rn → Rm or
Rn×1 gradient vector for f : Rn → R

∇2f/ ∂2f
∂x2 The Rn×n Hessian matrix for a function f : Rn → R.

∥f∥∞ The supremum norm of the real-valued function f(·)
δ(x− x0) The Dirac-delta function in variable x centered at x0
In/ 0n×m n× n identity matrix/ n×m all zero matrix
I/ 0 Identity matrix/ all zero matrix of appropriate size
i.i.d. Independent and identically distributed
p.d./ p.s.d. Positive definite/ positive semi-definite
E[·] Expectation operation
N (µ,Q)/ N (x;µ,Q) Gaussian distribution with mean µ and covariance matrix Q
U [ul, uu] The uniform distribution over interval [ul, uu]
Cov(x)/ Cov(x,y) Covariance/ cross-covariance matrix for random variables x and y
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