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Abstract

People always look for strategies to protect their financial future while minimizing personal finance

and retirement planning risks. Variable Annuities have long been understood to provide a solid in-

come source for retirees. This is because it guarantees a consistent stream of payments over a spec-

ified period or for the duration of an individual’s lifetime. Moreover, contractual arrangement in a

variable annuity is characterized by a variable value that is dependent on the performance of a port-

folio consisting of sub-accounts. On the other hand, variable annuity consists of various embedded

options/guarantees provided by the insurer, which provide stability and safety as the policyholder

approaches retirement.

This thesis focuses on the pricing of variable annuities that include a range of advantages. We have

concentrated on several types of retirement benefits and lifetime assurances. We utilized asymmetric

GARCH models to incorporate the volatility of the returns of the index and the rate of interest returns,

taking into consideration the surrender benefit and the dynamic withdrawal method. Furthermore, we

have assessed a variable annuity product, which includes both health status and hospitalization cov-

erage benefits, as well as the GLWB (Guaranteed lifetime withdrawal benefit). This product operates

within a framework that combines a one-dimensional and inflation-linked multi-dimensional sub-

account structure, where the value of the fund is determined by a collection of interconnected assets.

We have utilized real option pricing to analyze an investment-disinvestment dilemma in a variable

annuity product that encompasses the GLWB and health status advantages.

We started by reviewing some literature and a brief introduction about variable annuity and various

embedded guarantees, which play a crucial role in the following chapters. First, we have used the gen-

eralized GARCH models with surrender benefit and dynamic withdrawal strategy to develop a time

series model for the pricing of annuity to capture all the “stylized” facts present in the returns.
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vi ABSTRACT

We have also developed and assessed a novel insurance offering, specifically the variable annuity

plan, which includes the health status and the GLWB. As a result of particular challenges, the health

insurance sector has become one of the most precarious industries. This phenomenon can be at-

tributed to the increasing age of the population and the escalating expenses of medical services due

to developments in technology. Therefore, a fundamental requirement in the health insurance indus-

try is to develop an innovative product. A model that combines continuous and discrete time, with

constant volatility and interest rate, is proposed to determine the fair fee of the product. The fair

fee is derived based on the equilibrium condition between the premium and benefits. We took into

account the consistent level of volatility and interest rates, as well as the benefits related to health

status and coverage for hospitalization. To demonstrate the effectiveness of this product and explore

potential enhancements, numerical and sensitivity analysis have been performed. The findings indi-

cated that both the amount of withdrawal and the age of the individual have a substantial influence on

the cost. An increase in the minimum age at which one can be insured and the amount that can be

withdrawn initially leads to a higher price for the product. The withdrawal amount encompasses both

the guaranteed amount and medical expenses of the GLWB rider.

Conventional annuities sometimes lack adaptability and do not adequately account for the diverse

requirements of individuals, especially in terms of healthcare expenses. We have examined the impact

of the policyholder’s health condition on the most advantageous moment for the policyholder to cease

paying premiums that are dependent on their health and begin receiving benefits from a variable

annuities contract that includes a GLWB. A hybrid continuous-discrete time model is formulated to

determine the ideal timing for initiating a withdrawal phase. The model establishes the investment and

disinvestment triggers based on market conditions, considering both dynamic and static scenarios. In

the static scenario, the optimal time is calculated at the moment when the policy is first established. On

the other hand, in the dynamic scenario, the best time to start is determined by repeatedly calculating

the exercise frontier of an actual deferral option.

Variable annuities typically utilize single-asset models for pricing, hedging, and fee analysis despite

the fact that guarantees usually incorporate multiple assets. This practical solution poses challenges,

including the potential for basis risk. We examined the use of inflation-linked variable annuities (IL-

VAs) with GLWB using a sophisticated quantitative model. More precisely, we have examined a

framework that involves multiple dimensions and sub-accounts, where the value of the fund is de-

termined by a collection of interconnected assets. In addition, the research has included Markovian

health benefits, which enhances the complexity of the modeling. A hybrid discrete-continuous time

model is suggested to determine the equitable fee of the product by considering the balance between



vii

premiums and benefits. A quadratic utility optimization problem has been formulated to maximize

the sub-account fund value of an insurance firm while maintaining a certain level of risk. An empiri-

cal analysis and sensitivity evaluation was conducted to show the potential of this financial instrument

and examine possible improvements. A comprehensive comparative study was also undertaken, com-

paring an existing model that incorporates only one high-risk asset and does not consider the benefits

of inflation.

In addition, we have examined two crucial elements in the field of financial planning: the insurer’s

strategic reduction of fees using a Q-learning framework, and the evaluation of the fair fee structure

embedded in the contract. The Finite-Horizon Q-Learning technique is employed to effectively min-

imize the charge from the insurer’s perspective, taking into account the health and market returns.

The Heston model is used to represent the value of a fund. Additionally, our model offered Financial

Security Benefits (FSB) to the policyholder, which includes benefits for both the survivor and the chil-

dren. A numerical research is conducted to showcase the capabilities of this financial solution and to

examine possible improvements. A comparative analysis was conducted using an established model

that had fixed costs and did not include the FSB. The study found that cutting fees based on health

and the Volatility Index (VIX), which is a real-time index that represents the market’s expectations for

the relative strength of near-term price changes of the S&P 500 Index (SPX) enhances the advantages

and reduces the likelihood of lapsation for the product.



                                    सार                                                          
 
 
लोग हमेशा व्यक्तिगि वित्त और सेिानििवृत्त योजिा के जोखिमों को कम करिे हुए अपि ेवित्तीय भविष्य 
की सुरक्षा के ललए रणिीनियों की िलाश में रहिे हैं। पररिितिीय िावषतककयाां लांब ेसमय से सेिानिितृ्त 
व्यक्तियों के ललए एक ठोस आय स्रोि के रूप में समझी जािी हैं, तयोंकक यह एक निर्दतष्ट अिधि या 
व्यक्ति के जीििकाल के दौराि सिि आय प्रिाह की गारांटी देिी हैं। इसके अलािा, एक पररिितिीय 
िावषतकी की सांविदात्मक व्यिस्था में एक पररिितिीय मूल्य की विशेषिा होिी है, जो उप-िािों िाले 
पोटतफोललयो के प्रदशति पर निभतर करिी है। दसूरी ओर, पररिितिीय िावषतकी में बीमाकिात द्िारा प्रदाि ककए 
गए विलभन्ि एम्बेडेड विकल्प/गारांटी शालमल होिे हैं, जो पॉललसीिारक को सेिानििवृत्त के करीब पहुांचिे पर 
क्स्थरिा और सुरक्षा प्रदाि करिे हैं। 
 
यह थीलसस पररिितिीय िावषतकी के मूल्य नििातरण पर कें र्िि है, क्जसमें कई प्रकार के लाभ शालमल हैं। 
हमिे विलभन्ि सेिानििवृत्त लाभों और आजीिि आश्िासिों पर ध्याि कें र्िि ककया है। समपतण लाभ और 
गनिशील निकासी पद्िनि को ध्याि में रििे हुए, सूचकाांक के ररटित की अक्स्थरिा और ब्याज दर को 
शालमल करि ेके ललए हमिे असमलमि GARCH मॉडल का उपयोग ककया है। इसके अलािा, हमिे एक 
पररिितिीय िावषतकी उत्पाद का मूल्याांकि ककया है, क्जसमें स्िास््य क्स्थनि और अस्पिाल में भिी किरेज 
लाभ, साथ ही GLWB (गारांटीयुति आजीिि निकासी लाभ) दोिों शालमल हैं। यह उत्पाद एक ऐसे ढाांचे के 
भीिर काम करिा है, जो एक-आयामी और मुिास्फीनि से जुडे बहु-आयामी उप-िािा सांरचिा को जोडिा 
है, जहाां फां ड का मूल्य परस्पर जुडी सांपवत्तयों के सांग्रह द्िारा नििातररि ककया जािा है। हमिे जीएलडब्ल्यूबी 
और स्िास््य क्स्थनि लाभ शालमल करि ेिाले पररिितिीय िावषतकी उत्पाद में नििेश-विनििेश दवुििा का 
विश्लेषण करि ेके ललए िास्िविक विकल्प मूल्य नििातरण का उपयोग ककया है। 
 
हमिे कुछ सार्हत्य की समीक्षा की और पररिितिीय िावषतकी िथा विलभन्ि एम्बेडेड गारांर्टयों के बारे में एक 
सांक्षक्षप्ि पररचय देकर शुरुआि की, जो निम्िललखिि अध्यायों में महत्िपूणत भूलमका निभािे हैं। सबसे 
पहल,े हमिे सरेंडर लाभ और गनिशील निकासी रणिीनि के साथ सामान्यीकृि GARCH मॉडल का उपयोग 
करके एक समय श्ृांिला मॉडल विकलसि ककया है, िाकक ररटित में मौजूद सभी "शैलीगि" ि्यों को 
शालमल करिे हुए िावषतकी का मूल्य नििातरण ककया जा सके। 

 
हमिे एक ििीि बीमा पेशकश, विशेष रूप से पररिितिीय िावषतकी योजिा का भी विकास और मूल्याांकि 
ककया है, क्जसमें स्िास््य क्स्थनि और GLWB (गारांटीयुति आजीिि निकासी लाभ) शालमल हैं। विशेष 
चुिौनियों के कारण, स्िास््य बीमा क्षेत्र सबसे अनिक्श्चि उद्योगों में से एक बि गया है। इस क्स्थनि को 
जिसांख्या की बढ़िी उम्र और प्रौद्योधगकी में विकास के चलिे धचककत्सा सेिाओां के बढ़िे िचों के ललए 
क्जम्मेदार ठहराया जा सकिा है। इसललए, स्िास््य बीमा उद्योग में एक मूलभूि आिश्यकिा है कक एक 
ििीि उत्पाद विकलसि ककया जाए। उत्पाद का उधचि मूल्य नििातरण करिे के ललए एक ऐसा मॉडल 
प्रस्िाविि ककया गया है, जो निरांिर अक्स्थरिा और ब्याज दर के साथ निरांिर और असिि समय को 
जोडिा है। उधचि शुल्क का नििातरण प्रीलमयम और लाभ के बीच सांिुलि की क्स्थनि के आिार पर ककया 
जािा है। हमिे अक्स्थरिा और ब्याज दरों के निरांिर स्िर के साथ-साथ स्िास््य क्स्थनि और अस्पिाल में 
भिी होि ेसे सांबांधिि लाभों को भी ध्याि में रिा है। इस उत्पाद की प्रभािशीलिा को प्रदलशति करि ेऔर 
सांभाविि सांिद्तिि का पिा लगािे के ललए सांख्यात्मक और सांिेदिशीलिा विश्लेषण ककया गया है। निष्कषों 



से यह पिा चला कक निकासी की रालश और व्यक्ति की उम्र, दोिों का लागि पर महत्िपूणत प्रभाि पडिा 
है। बीमा की न्यूििम आयु में िदृ्धि और शुरू में निकाली जा सकि ेिाली रालश बढ़ि ेसे उत्पाद की 
कीमि अधिक हो जािी है। निकासी रालश में GLWB राइडर की गारांटीकृि रालश और धचककत्सा व्यय दोिों 
शालमल होिे हैं। 
 
पारांपररक िावषतककयाां कभी-कभी अिुकूलि क्षमिा की कमी रििी हैं और व्यक्तियों की विलभन्ि 
आिश्यकिाओां, विशेषकर स्िास््य देिभाल िचों के सांदभत में, पयातप्ि रूप से क्जम्मेदार िहीां होिी हैं। 
हमिे पॉललसीिारक की स्िास््य क्स्थनि के प्रभाि की जाांच की है, जब पॉललसीिारक अपिे स्िास््य पर 
निभतर प्रीलमयम का भुगिाि करिा बांद कर देिा है और एक पररिितिीय िावषतकी अिुबांि से लाभ प्राप्ि 
करिा शुरू कर देिा है, क्जसमें GLWB (गारांटीयुति आजीिि निकासी लाभ) शालमल है। निकासी चरण शुरू 
करिे के ललए आदशत समय नििातररि करि ेके ललए एक हाइब्रिड निरांिर-असिि समय मॉडल िैयार ककया 
गया है। यह मॉडल गनिशील और क्स्थर दोिों पररदृश्यों पर विचार करिे हुए, बाजार की क्स्थनियों के 
आिार पर नििेश और विनििेश र्िगर स्थावपि करिा है। क्स्थर पररदृश्य में, इष्टिम समय की गणिा उस 
समय की जािी है जब पॉललसी पहली बार स्थावपि की जािी है। दसूरी ओर, गनिशील पररदृश्य में, शुरू 
करिे का सबसे अच्छा समय िास्िविक स्थगि विकल्प की व्यायाम सीमा की बार-बार गणिा करके 
नििातररि ककया जािा है। 
 
पररिितिीय िावषतककयाां आमिौर पर मूल्य नििातरण, हेक्जांग और शुल्क विश्लेषण के ललए एकल-पररसांपवत्त 
मॉडल का उपयोग करिी हैं, इस ि्य के बािजूद कक गारांटी में आमिौर पर कई सांपवत्तयाां शालमल होिी 
हैं। यह व्यािहाररक समािाि कुछ चुिौनियाां प्रस्िुि करिा है, क्जिमें बुनियादी जोखिम की सांभाििा भी 
शालमल है। 

 
हमिे एक पररष्कृि मात्रात्मक मॉडल का उपयोग करके जीएलडब्ल्यूबी के साथ मुिास्फीनि से जुडी 
पररिितिीय िावषतककयाां (ILVA) के उपयोग की जाांच की। अधिक सटीक रूप से, हमिे एक ऐसे ढाांचे की 
जाांच की है क्जसमें कई आयाम और उप-िािे शालमल हैं, जहाां फां ड का मूल्य परस्पर जुडी सांपवत्तयों के 
सांग्रह द्िारा नििातररि ककया जािा है। इसके अलािा, शोि में माकोवियि स्िास््य लाभों को शालमल ककया 
गया है, जो मॉडललांग की जर्टलिा को बढ़ािा है। प्रीलमयम और लाभों के बीच सांिुलि पर विचार करके 
उत्पाद का न्यायसांगि शुल्क नििातररि करि ेके ललए एक हाइब्रिड असिि-निरांिर समय मॉडल का सुझाि 
र्दया गया है। एक निक्श्चि स्िर के जोखिम को बिाए रििे हुए, बीमा फमत के उप-िािा निधि मूल्य को 
अधिकिम करि ेके ललए एक द्विघाि उपयोधगिा अिुकूलि समस्या िैयार की गई है। इस वित्तीय सािि 
की क्षमिा को र्दिािे और सांभाविि सुिारों की जाांच करि ेके ललए एक अिुभिजन्य विश्लेषण और 
सांिेदिशीलिा मूल्याांकि आयोक्जि ककया गया। एक व्यापक िुलिात्मक अध्ययि भी ककया गया, क्जसमें 
मौजूदा मॉडल की िुलिा की गई, क्जसमें केिल एक उच्च जोखिम िाली सांपवत्त शालमल है और मुिास्फीनि 
के लाभों पर विचार िहीां ककया गया है। 
 
इसके अलािा, हमिे वित्तीय नियोजि के क्षेत्र में दो महत्िपूणत ित्िों की जाांच की है: तयू-लनििंग ढाांचे का 
उपयोग करके बीमाकिात की फीस में रणिीनिक कमी और अिुबांि में अांिनितर्हि उधचि शुल्क सांरचिा का 
मूल्याांकि। स्िास््य और बाजार ररटित को ध्याि में रििे हुए, बीमाकिात के दृक्ष्टकोण से शुल्क को प्रभािी 
ढांग से कम करि ेके ललए पररलमि-क्षक्षनिज तयू-लनििंग िकिीक का उपयोग ककया जािा है। ककसी फां ड के 
मूल्य को दशाति ेके ललए हेस्टि मॉडल का उपयोग ककया जािा है। इसके अनिररति, हमारे मॉडल िे 



पॉललसीिारक को वित्तीय सुरक्षा लाभ (FSB) की पेशकश की, क्जसमें उत्तरजीिी और बच्चों दोिों के ललए 
लाभ शालमल हैं। 

 
इस वित्तीय समािाि की क्षमिाओां को प्रदलशति करि ेऔर सांभाविि सुिारों की जाांच करिे के ललए एक 
सांख्यात्मक शोि आयोक्जि ककया जािा है। एक िुलिात्मक विश्लेषण एक स्थावपि मॉडल का उपयोग करके 
ककया गया, क्जसमें निक्श्चि लागि थी और इसमें FSB शालमल िहीां था। अध्ययि में पाया गया कक 
स्िास््य और अक्स्थरिा सूचकाांक (VIX) के आिार पर शुल्क में कटौिी की जािी है, जो एक िास्िविक 
समय सूचकाांक है जो S&P 500 सूचकाांक (SPX) के निकट अिधि के मूल्य पररिितिों की सापेक्ष िाकि 
के ललए बाजार की अपेक्षाओां को दशातिा है। इससे लाभ और उत्पाद के व्यपगि होि ेकी सांभाििा कम हो 
जािी है। 
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