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Abstract

In this thesis, our main focus is to study certain properties of iterates of polynomials over

a field. In fact, we discuss the irreducibility and monogenity of iterates of a polynomial. To

study the irreducibility of polynomials over a field is important due to its applications in number

theory and in other areas of mathematics as well. In this thesis, we investigate the irreducibility

of iterates of the binomial xd + 1
c for c ∈ Z \ {0}, and d ≥ 3, and prove that for an infinite

family of these irreducible binomials, all their iterates are also irreducible over Q. Next, we give

a conditional result and show that if the binomial f(x) = xd + 1
c , for c ∈ Z \ {0} and d ≥ 3, is

irreducible, then all its iterates are also irreducible under the abc-conjecture. Moreover, when

d = 3, we show that the number of irreducible factors of iterates of x3 + 1
c is atmost 2 if

|c| ≤ 1012.

In particular, the irreducibility of polynomials over finite fields is important due to their

applications in cryptography and coding theory. In this thesis, we study the irreducibility of

iterates of certain trinomials over finite fields of odd characteristics. Furthermore, we prove

that for a family of trinomials of prime degree p, its second iterate is a product of p irreducible

polynomials, each of degree p. Besides, we give a criterion for a family of polynomials of certain

type to be “dynamically irreducible” over a finite field and produce dynamically irreducible sets

of polynomials.

One of the oldest problems in algebraic number theory is finding the ring of integers in a

number field. If the ring of integers of a number field K is Z[θ] for some θ ∈ K, then the number

field K is referred to as a monogenic field. The ring of integers of a monogenic number field

is easy to understand. In this thesis, we also study the monogenity of the iterates of certain

families of polynomials. If a polynomial is monogenic, then every number field defined by the

polynomial is also monogenic. To discuss the monogenity of the iterates of a polynomial, we

need the iterates of the polynomial to be irreducible. First, we give a necessary condition for the
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iterates of a polynomial to be monogenic. If a polynomial satisfies certain Eisenstein criteria,

we give a sufficient condition for the iterates to be monogenic. In fact, using our result, we give

a couple of examples that give an infinite tower of monogenic number fields.

Finally, we give a condition that is both necessary and sufficient for the monogenity of the

iterates of an irreducible binomial. We also give infinite families of polynomials such that all

their iterates are non-monogenic.
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सार  

 

इस थीससस में हमारा मुख्य ध्यान एक क्षेत्र या फील्ड में बहुपदों के पुनरावतृ्तों के कुछ गुणों का अध्ययन 
करना है| वास्तव में, हम एक बहुपद के पनुरावतृ्तों की इर्रिड्यसुसबबसिटी और मोनोजनेनटी पर चचाि करत ेहैं| नबंर 
थ्योरी और गणणत के अन्य क्षेत्रों में इसके अनपु्रयोगों के कारण ककसी क्षेत्र में बहुपदों की इर्रिड्युससबबसिटी का 
अध्ययन करना महत्वपूणि है। इस थीससस में हम 𝑐 ∈  ℤ \ {0}, और 𝑑 ≥  3 के सिए द्ववपद 𝑥𝑑  +

1
𝑐

 के 
पुनरावतृ्तों की इर्रिड्यसुसबबसिटी की जाचं करते हैं और ससद्ध करते हैं कक इन इर्रिड्युससबि द्ववपदों के अनतं 
पर्रवार के सिए उनके सभी पुनरावतृ्त भी क्षेत्र ℚ पर इर्रिड्युससबि हैं| इसके बाद हम एक सशति पर्रणाम देते 
हैं और ददखाते हैं कक यदद द्ववपद 𝑓(𝑥) =  𝑥𝑑 +

1
𝑐

, 𝑐 ∈ ℤ\ {0} और 𝑑 ≥  3 के सिए इर्रिड्युससबि है तो 
एबीसी-कन्जेक्चर के तहत इसके सभी पनुरावतृ्त भी इर्रिड्युससबि हैं। इसके अिावा, जब 𝑑 =  3 और |𝑐| ≤

1012 हो तब हम ददखात ेहैं कक 𝑥3  +
1
𝑐

  के पुनरावतृ्तों के इर्रिड्यसुसबि कारकों की सखं्या अधधकतम 2 है| 
ववशषे रूप से, किप्टोग्राफी और कोडडगं थ्योरी में अनपु्रयोगों के कारण फाइनाइट क्षेत्र पर बहुपदों की 
इर्रिड्यसुसबबसिटी महत्वपूणि है। इस थीससस में हम ववषम कैर्रक्टर्रस्स्टक के फाइनाइट क्षेत्र पर कुछ बत्रपदों के 
पुनरावतृ्तों की इर्रिड्युससबबसिटी का अध्ययन करते हैं। इसके अिावा हम यह ससद्ध करते हैं कक अभाज्य डडग्री 
𝑝 के बत्रपदों के एक पर्रवार के सिए इसका दसूरा पनुरावतृ्त 𝑝 इर्रिड्यसुसबि बहुपदों का गुणनफि है, स्जनमें से 
प्रत्येक की डडग्री 𝑝 है। इसके अिावा, हम ननस्चचत तरह के बहुपदों के एक पर्रवार के सिए फाइनाइट क्षेत्र पर 
डाइनासमकिी इर्रिड्यसुसबि होने के सिए एक मानदंड देत ेहैं और बहुपदों के डाइनासमकिी इर्रिड्यसुसबि सटे का 
उदाहरण भी देते है| ऐल्जब्रैइक नबंर थ्योरी में नबंर फील्ड की र्रगं ऑफ इंटीजसि ढंूढना सबस े पुरानी 
समस्याओं में से एक है। यदद ककसी नंबर फील्ड 𝐾 की र्रगं ऑफ इंटीजसि ककसी 𝜃 ∈  𝐾 के सिए ℤ[𝜃]  है तो 
नंबर फील्ड 𝐾 को मोनोजनेनक फील्ड कहा जाता है। एक मोनोजेननक नबंर फील्ड की र्रगं ऑफ इंटीजसि को 
समझना आसान है| इस थीससस में हम बहुपदों के कुछ पर्रवारों के पनुरावतृ्तों की मोनोजनेनटी का भी अध्ययन 
करते हैं। यदद एक बहुपद मोनोजेननक है तो बहुपद द्वारा पर्रभावषत ककया गया प्रत्येक नबंर फील्ड भी 
मोनोजेननक है। एक बहुपद के पुनरावतृ्तों की मोनोजनेनटी पर चचाि करने के सिए बहुपद की पनुराववृत्तयों का 
इर्रिड्यसुसबि होना आवचयक है। सबसे पहिे हम एक बहुपद की पनुराववृत्तयों के मोनोजनेनक होने के सिए एक 
आवचयक शति देते हैं| यदद एक बहुपद कुछ आइजेंस्टीन मानदंडों को पूरा करता है तो हम पुनराववृत्तयों को 

मोनोजेननक होन े के सिए पयािप्त शति देत े हैं। वास्तव में, अपन े पर्रणाम का उपयोग करत े हुए हम दो 
उदाहरण देते हैं जो मोनोजेननक नबंर फील्ड का एक अनंत टॉवर देत ेहैं। अतं में हम एक शति देते हैं जो एक 
इर्रिड्यसुसबि द्ववपद के पुनरावतृ्तों की मोनोजनेनटी के सिए आवचयक और पयािप्त दोनों है। हम ऐस ेबहुपदों के 
अनतं पर्रवार भी देत ेहैं स्जनके सभी पुनरावतृ्त गैर-मोनोजेननक हैं। 
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