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Abstract

Systems of Hyperbolic conservation laws appear in the modeling of several engineering,

physical and biological phenomenon. Due to this wide applicability, there is great interest

in theory and simulations of these systems. However, theory for the related initial value

problem is not developed especially in higher dimensions. Due to this, simulations are

the preferred option. Still, it is preferable to have the numerical result which has the

same stability property of the continuous problem.

Due to often present nonlinearity in the flux, in general, the smooth solution does not

exist for all time. Due to this, we need to consider the weak formulation of the system

which leads to non-unique solutions even in the scalar case. To choose the physically

relevant solution, a criterion in the form of entropy condition is imposed. This is one

of the very few stability estimates available for the systems in higher dimensions. Even

then the solution may not be unique for the systems of conservation laws. Still, it is

desirable for numerical solutions to satisfy a discrete version of the entropy estimate.

This is the focus of the thesis. We aim to design entropy stable schemes which are higher

order accurate for Ten-Moment fluid flow model, Extended MHD plasma flow model, and

Two-Fluid Ten-Moment plasma flow model.

Ten-Moment Gaussian closure fluid flow equations model fluid flow without the as-

sumption of local thermodynamic equilibrium. This leads to a tensorial description of

pressure which is distinctively different from the Euler equations for compressible flows.

We design second and third-order accurate entropy stable schemes for the system. We

construct an approximate entropy conservative flux in addition to an entropy conservative

flux. Both of them are kinetic energy preserving. Higher order sign preserving MinMod
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and ENO interpolations are used to design higher order entropy diffusion operator.

Next, we consider a recently proposed extended magnetohydrodynamics (XMHD)

plasma flow model where electron pressure, electron inertia, and Hall term effects are

also considered. The resulting model is a more suitable description of the high energy

density plasmas. In this work, we design second order entropy stable finite difference

schemes for the model by exploiting the structure of the flux. These schemes are based

on the entropy stable schemes for the Euler equations. We also propose an implicit

discretization of the source, which overcomes time step restriction due to the stiff source.

The resulting algebraic system is then solved exactly, which results in a computationally

efficient implementation.

In the last contribution of the thesis, we consider a Two-Fluid plasma flow balance

law, where Ten-Moment equations in three dimension model fluid components. We de-

velop second-order entropy stable numerical schemes for the model. To achieve this, we

first construct an entropy conservative flux which is modified suitably by addition of en-

tropy diffusion term. The diffusion term is constructed using entropy scaled eigenvectors.

Furthermore, source terms are treated using both explicit and implicit discretizations.
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सार 
 

हाइपरबोलिक संरक्षण कानूनों की प्रणालियााँ कई इंजीलनयररंग के मॉडलिंग में दिखाई ितेी हैं, भौलतक और 

जैलिक घटना। इस व्यापक प्रयोज्यता के कारण, बडी रुलि ह ैइन प्रणालियों के लसद्ांत और लसमुिेशन में। 

हािांदक, संबंलित प्रारंलभक मूल्य के लिए लसद्ांत समस्या लिशेष रूप से उच्च आयामों में लिकलसत नहीं होती ह।ै 

इसके कारण लसमुिेशन हैं पसिंीिा लिकल्प। दिर भी, संख्यात्मक पररणाम होना बेहतर ह,ै जो दक ह ैलनरंतर 

समस्या की एक ही लस्िरता संपलि। 

 

अक्सर प्रिाह में गैर-मौजूिता के कारण, सामान्य रूप स,े लिकनी समािान नहीं होता ह ैहर समय मौजिू ह।ै 

इसके कारण, हमें लसस्टम के कमजोर लनमााण पर लििार करने की आिश्यकता ह ैजो स्केिर मामिे में भी गैर-

अनूठे समािान की ओर जाता ह।ै शारीररक रूप से िुनने के लिए प्रासंलगक समािान, एन्रापी लस्िलत के रूप में 

एक मानिडं िगाया जाता ह।ै यह िही ह ैउच्च आयामों में लसस्टम के लिए बहुत कम लस्िरता के अनुमान 

उपिब्ि हैं। यहााँ तक की तब समािान संरक्षण कानूनों की प्रणालियों के लिए अलितीय नहीं हो सकता ह।ै दिर 

भी, यह ह ैएन्रापी अनुमान के एक असतत संस्करण को संतुष्ट करने के लिए संख्यात्मक समािानों के लिए 

िांछनीय ह।ै यह िीलसस का िोकस ह।ै हम एंरॉपी लस्िर योजनाओं को लडजाइन करना िाहते हैं जो अलिक हैं 

टेन-मोमेंट द्रि प्रिाह मॉडि, लिस्ताररत MHD प्िाज्मा प्रिाह मॉडि, और के लिए सटीक क्रम िो-द्रि िस-पि 

प्िाज्मा प्रिाह मॉडि। 

 

टेन-मोमेंट गौलसयन बंि तरि पिािा प्रिाह समीकरण मॉडि द्रि प्रिाह िारणा के लबना स्िानीय 

िमोडायनालमक संतुिन। यह एक तन्यता िणान की ओर जाता ह ैिबाि जो अिग-अिग प्रिाह के लिए यूिर 

समीकरणों से अिग ह।ै हम लसस्टम के लिए िसूरे और तीसरे क्रम के सटीक एन्रापी लस्िर योजनाओं को 

लडजाइन करते हैं। हम एक एन्रापी रूद़ििािी के अिािा एक अनुमालनत एन्रापी रूद़ििािी प्रिाह का लनमााण 

प्रिाह। िे िोनों गलतज ऊजाा संरक्षण हैं। उच्च क्रम साइन लमनमोड को संरलक्षत करता है और ENO प्रक्षेप का 

उपयोग उच्च क्रम एन्रापी लडफ्यूजन ऑपरेटर को लडजाइन करने के लिए दकया जाता ह।ै 
 

अगिा, हम हाि ही में प्रस्तालित लिस्ताररत मैग्नेटोहाइड्रोडायनालमक्स (एक्सएमएिडी) पर लििार करते हैं 

प्िाज्मा प्रिाह मॉडि जहा ंइिेक्रॉन िबाि, इिेक्रॉन जडता और हॉि शब्ि प्रभाि होते हैं भी माना जाता ह।ै 

पररणामी मॉडि उच्च ऊजाा का अलिक उपयुक्त िणान ह ैघनत्ि plasmas। इस काम में, हम िसूरे क्रम एंरॉपी 

लस्िर पररलमत अंतर को लडजाइन करते हैं प्रिाह की संरिना का शोषण करके मॉडि के लिए योजनाएं। ये 

योजनाएं आिाररत हैं यूिर समीकरणों के लिए एन्रापी लस्िर योजनाओं पर। हम एक लनलहत का प्रस्ताि भी 

करते हैं स्रोत का लििेकालिकार, जो कठोर स्रोत के कारण समय पर प्रलतबंि को खत्म कर ितेा ह।ै पररणामी 

बीजीय प्रणािी को दिर से हि दकया जाता ह,ै लजसके पररणामस्िरूप कम्पप्यूटेशनि रूप से होता ह ैकुशि 

कायाान्ियन। 

 

िीलसस के अंलतम योगिान में, हम िो-द्रि प्िाज्मा प्रिाह संतुिन पर लििार करते हैं कानून, जहां तीन आयाम 

मॉडि द्रि घटकों में टेन-मोमेंट समीकरण हैं। हम डेििप करते हैं मॉडि के लिए िसूरा क्रम एंरॉपी लस्िर 

संख्यात्मक योजनाएं। इसे प्राप्त करने के लिए, हम पहि ेएक एन्रापी रूद़ििािी प्रिाह का लनमााण करें जो 

एंरोपी के अलतररक्त उपयुक्त रूप से संशोलित दकया गया ह ैप्रसार शब्ि। िैिाना शब्ि एन्रापी स्केल्ड 



आइजेनिेक्टर का उपयोग करके बनाया गया ह।ै इसके अिािा, स्रोत की शतों को स्पष्ट और लनलहत लििेक िोनों 

का उपयोग करके व्यिहार दकया जाता ह।ै 
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