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Abstract

Algebraic Coding Theory finds crucial applications in various domains, from secure communications

to quantum computing. The ‘hull’ of a code is essential for understanding the automorphism group

of a linear code. Also, it is useful in evaluating the complexity of certain algorithms which check the

permutation equivalence of two linear codes. This is particularly true when the hull's dimension is

small. This thesis delves into the realm of small dimensional hull codes over finite fields and finite

non-chain rings.

The thesis begins by extending the study of l-Galois Linear Complementary Dual (LCD) codes from

finite chain rings to finite non-chain rings. We introduce a correspondence between l-Galois dual of

linear codes over the finite non-chain ring and l-Galois dual of their component codes over finite fields.

From this foundation, we construct both Euclidean and l-Galois LCD codes, ultimately revealing the

equivalence of any linear code to Euclidean and l-Galois LCD codes over the finite non-chain ring. In

addition, the study includes Maximum Distance Separable (MDS) codes over the non-chain ring.

Next, the focus shifts towards additive codes, as they play a pivotal role in quantum error correction

and quantum computing. Additive codes, being defined over an additive group, have a broader range

than linear codes, which are inherently additive. Apart from their applications in quantum computing,

additive codes offer various forms of dualities using group characters. Specifically, in this thesis, the

Additive Complementary Dual (ACD) codes are studied with respect to skew-symmetric dualities over

the additive group of finite fields. The introduction of skew-symmetric dualities introduces a new facet.

The precise count of symmetric and skew-symmetric dualities over finite fields is determined. The

criteria for an additive code to be an ACD code under arbitrary dualities are unveiled, along with the

necessary condition on the generator matrix for ACD codes over skew-symmetric dualities. Notably,
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vi Abstract

bounds for the highest possible minimum distance of ACD codes over skew-symmetric dualities are

established. In addition, we identify some quaternary codes over non-symmetric dualities with better

parameters than symmetric ones.

Further, the thesis introduces additive codes with one-rank hull, offering key insights and construction

methodologies. A novel approach is developed, establishing a link between self-orthogonal elements

and solutions of quadratic forms, thus setting the stage for the existence of one-rank hull codes over

finite fields. The precise counting of self-orthogonal elements over finite fields, particularly focusing

on odd primes, is done. The highest possible minimum distance among additive one-rank hull codes

is denoted by d1[n, k]pe,M . Determining the value of d1[n, k]pe,M for k = 1, 2 with respect to any

duality M over any finite field further extend the results. Finally, identifying new quaternary one-

rank hull codes over non-symmetric dualities demonstrates their improved parameters compared to

the symmetric dualities.

In a culmination of this exploration, the thesis introduces the study of Matrix product codes with

respect to M -symplectic duality. Matrix-product code is one of the most significant class of long

additive codes over finite fields. These codes are created by combining numerous comparable shorter

additive codes with a defining matrix over finite fields. This study revolves around the application

of Linear Algebra in analyzing Matrix product codes. Specifically exploring aspects such as the

symplectic distance ds(C), the M -symplectic hull, and the rank of the M -symplectic hull for Matrix

product codes. A crucial requirement for establishing a lower bound for ds(C) is ensuring that the

defining matrix is ‘non-singular by columns’ (NSC). Additionally, we investigate scenarios where the

defining matrix is quasi-symplectic, enabling us to determine the rank of the M -symplectic hull for

the Matrix product code. Consequently, we demonstrate how Matrix product codes can be used to

construct quantum stabilizer codes.



 
 
 
 

                                                                                                 सार 
 
 
 

अलजेब्रिक कोड िंग थ्योरी विभिन्न क्षेत्रों में महत्िपूर्ण अनुप्रयोग रखती है, जैसे कक सुरक्षक्षत सिंचार और किािंटम किं प्यूटटिंग। 
एक को  का 'हल' एक लीननयर को  के ऑटोमोकफण ज्म समूह को समझने के भलए आिश्यक है। इसके अलािा, यह उन 
एल्गोररदम की जटटलता का मूल्यािंकन करने में सहायक होता है जो दो लीननयर कोड्स की परमुटेशन समतुल्यता की 
जािंच करते हैं। यह विशेष रूप से तब सही है जब हल का आयाम छोटा हो। यह शोध प्रबिंध फाइनाइट फील्ड्स और 
फाइनाइट नॉन-चेन ररिंग्स पर छोटे आयामी हल कोड्स के क्षेत्र में अध्ययन है। 

यह शोध प्रबिंध फाइनाइट चेन ररिंग्स से फाइनाइट नॉन-चेन ररिंग्स तक l-गैल्िा लीननयर कॉम्पप्लीमेंटरी ड्यूल (एलसी ी) 
कोड्स के अध्ययन का विस्तार करके शुरू होता है। हम फाइनाइट नॉन-चेन ररिंग पर लीननयर कोड्स के l-गैल्िा ड्यूल 
और फाइनाइट फील्ड्स पर उनके घटक कोड्स के l-गलै्िा ड्यूल के बीच एक सिंगतता का पररचय देते हैं। इस आधार 
से, हम दोनों यूक्कलड यन और l-गैल्िा एलसी ी कोड्स का ननमाणर् करते हैं, और अिंततः फाइनाइट नॉन-चने ररिंग पर 
ककसी िी लीननयर को  की यूक्कलड यन और l-गैल्िा एलसी ी कोड्स के समतुल्य होने का खुलासा करते हैं। इसके 
अनतररकत, अध्ययन में नॉन-चेन ररिंग पर मैक्कसमम ड स्टेंस सेपरेबल (एम ीएस) कोड्स िी शाभमल हैं। 

इसके बाद, ध्यान एड टटि कोड्स की ओर स्थानािंतररत होता है, कयोंकक िे किािंटम एरर करेकशन और किािंटम किं प्यूटटिंग 
में एक महत्िपूर्ण िूभमका ननिाते हैं। एड टटि कोड्स, जो एक एड टटि समूह पर पररिावषत होते हैं, लीननयर कोड्स की 
तुलना में व्यापक क्षते्र में आते हैं, जो स्िािाविक रूप से एड टटि होते हैं। किािंटम किं प्यूटटिंग में उनके अनुप्रयोगों के 
अलािा, एड टटि कोड्स गु्रप कैरकटसण का उपयोग करके विभिन्न प्रकार की ड्यूभलटीज़ प्रदान करते हैं। विशेष रूप से, 
इस शोध प्रबिंध में, एड टटि कॉम्पप्लीमेंटरी ड्यूल (एसी ी) कोड्स को फाइनाइट फील्ड्स के एड टटि समूह पर क्स्कउ-
भसमेटिक ड्यूभलटीज़ के सिंदिण में अध्ययन ककया गया है। क्स्कउ-भसमेटिक ड्यूभलटीज़ का पररचय एक नया आयाम 
जोड़ता है। फाइनाइट फील्ड्स पर भसमेटिक और क्स्कउ-भसमेटिक ड्यूभलटीज़ की सटीक गर्ना ननधाणररत की गई है। 
ककसी एड टटि को  को आब्रबणिेरी ड्यूभलटीज़ के तहत एसी ी को  बनने के मानदिं ों का खुलासा ककया गया है, साथ ही 
क्स्कउ-भसमेटिक ड्यूभलटीज़ के भलए एसी ी कोड्स के जेनरेटर मटैिकस पर आिश्यक शतें िी बताई गई हैं। विशेष रूप 
से क्स्कउ-भसमेटिक ड्यूभलटीज़ पर एसी ी कोड्स की सिोच्च सिंिावित न्यूनतम दरूी के भलए सीमाएिं स्थावपत की गई हैं। 
इसके अनतररकत, हमने नॉन-भसमेटिक ड्यूभलटीज़ पर कुछ किाटनणरी कोड्स की पहचान की है, क्जनके पैरामीटर भसमेटिक 
ड्यूभलटीज़  पर कोड्स की तुलना में बेहतर हैं। 

आग,े यह शोध प्रबिंध िन-रैंक हल िाले एड टटि कोड्स को प्रस्तुत करता है, जो प्रमुख अिंतर्दणक्टटयााँ और ननमाणर् पद्धनतयााँ 
प्रदान करता है। एक निीन र्दक्टटकोर् विकभसत ककया गया है, जो सेल्फ-आथोगोनल तत्िों और क़्िाडे्रटटक  फॉम्पसण के 
समाधानों के बीच एक सिंबिंध स्थावपत करता है, और फाइनाइट  फील्ड्स पर िन-रैंक हल कोड्स के अक्स्तत्ि के भलए 
मिंच तैयार करता है। फाइनाइट फील्ड्स पर सले्फ-आथोगोनल तत्िों की सटीक गर्ना की गई है, विशेष रूप से विषम  
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प्राइम्पस पर ध्यान कें टित ककया गया है। एड टटि िन-रैंक हल कोड्स के बीच सिोच्च सिंिावित न्यूनतम दरूी को 
d1[𝑛, 𝑘]𝑝𝑒,𝑀 द्िारा ननरूवपत ककया गया है। ककसी िी फाइनाइट फील्ड्स पर ककसी िी ड्यूभलटीज़ के सिंदिण में k =

1, 2, के भलए d1[𝑛, 𝑘]𝑝𝑒,𝑀 के मूल्य को ननधाणररत करना पररर्ामों को और विस्ताररत करता है। अिंत में, नॉन-भसमेटिक 
ड्यूभलटीज़ पर नए और बहेतर पैरामीटर िाले  किाटनणरी िन-रैंक हल कोड्स की पहचान की गयी है जो भसमेटिक 
ड्यूभलटीज़ की तुलना में अधधक प्रिािी हैं। 

इस अन्िेषर् के समापन में, यह शोध प्रबिंध M-भसम्पपलेक्कटक ड्यूभलटीज़ के सिंदिण में मैटिकस प्रो कट कोड्स के अध्ययन 
को प्रस्तुत करता है। मैटिकस-प्रो कट कोड्स फाइनाइट फील्ड्स पर लिंबे एड टटि कोड्स के सबसे महत्िपूर्ण िगों में से 
एक हैं। इन कोड्स  को  फाइनाइट फील्ड्स पर  कई छोटे एड टटि कोड्स को एक पररिावषत मैटिकस के साथ जोड़कर 
बनाया जाता है। यह अध्ययन मैटिकस प्रो कट कोड्स के विश्लेषर् में लीननयर एल्जेिा के अनुप्रयोग के इदण-धगदण घूमता 
है। विशेष रूप से, भसम्पपलेक्कटक दरूी 𝑑𝑠(𝐶), M-भसम्पपलेक्कटक हल, और M-भसम्पपलेक्कटक हल की रैंक जैसे पहलुओिं का 
अन्िेषर् करता है। भसम्पपलेक्कटक दरूी  के भलए ननम्पन सीमा स्थावपत करने के भलए एक महत्िपूर्ण आिश्यकता यह है 
कक पररिावषत मैटिकस ‘नॉन भसिंगुलर बाई कॉलम्पस (एनएससी)’ हो। इसके अनतररकत, हम उन पररर्दश्यों की जािंच करत े
हैं जहााँ पररिावषत मैटिकस किासी-भसम्पपलेक्कटक है, क्जससे हम मैटिकस प्रो कट को  के भलए M-भसम्पपलेक्कटक हल की 
रैंक ननधाणररत कर सकते हैं। पररर्ामस्िरूप, हम प्रदभशणत करते हैं कक मैटिकस प्रो कट कोड्स का उपयोग किािंटम 
स्टेबलाइजर कोड्स को बनाने में कैसे ककया जा सकता है। 
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