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ABSTRACT

Highly flexible manipulators offer unique advantages in various applications due to their

dexterity, lightweight design, and ability to navigate complex environments. However, their

inherent flexibility presents significant challenges in terms of modeling, control, and accurate

positioning. This thesis investigates the mechanics of highly flexible manipulators to ad-

dress these challenges and enable their effective utilization in diverse fields. Understanding

the mechanical behavior of highly flexible manipulators is crucial for their successful design,

control, and operation. Due to their significant deflection and complex dynamic character-

istics, traditional rigid-body manipulator models fail to capture their behavior accurately.

This thesis explores the mechanics of highly flexible manipulators, developing models and

analysis techniques to predict their motion and design them for optimal performance.

First portion of the thesis describes the modelling approaches in highly deformable struc-

tures. Generally, conventional approaches such as Euler-Bernoulli beam models are insuf-

ficient to model highly deformable structures due to their inherent assumptions of small

rotation. Hence more sophisticated methods are required which relaxes the assumptions.

Geometrically-exact beam theories are of such category. Mainly, continuous, and discrete

methods are employed to model highly deformable bodies. Continuous methods treat de-

formable bodies as continuum and derive the governing partial differential equations that

represent the dynamic behaviours. One of such methods is Cosserat rod modelling, which

is very popular in modelling continuum manipulators. On the other hand, discrete meth-

ods such as the Finite Element Method (FEM) discretize the continuum structures into a

finite number of elements to obtain a numerical solution for the manipulator’s mechani-
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cal response. Cosserat rod model offers a robust framework to model flexible manipulator

mechanics considering the external interactions and are widely used in various applications

involving slender deformable bodies called rods. The flexible manipulator is modelled under

the formalism of Cosserat Rod theory where the link is assumed to be inextensible and un-

shearable but can bend and twist. It can simulate complex deformations such as combined

twisting and stretching. The static equilibrium equations of Cosserat rod are nonlinear

coupled ordinary differential equations (ODEs), where numerical solution is only viable.

The second part of the thesis presents a medical application of cable driven continuum

surgical manipulator specially designed for minimally invasive neurosurgical procedures.

The study focusses on the designing of such manipulators based on the specific requirement

of a surgical task such as manoeuvrability and stiffness. The designing process and mod-

elling was carried out by employing Cosserat rod theory. The primary characteristics of

the design are simplicity, compactness, and inherent ease of sterilization. The prototype

demonstrated adequate dexterity during a basic functionality test.

The third portion of the present thesis is an exploration of the behavior of highly flexi-

ble initially curved manipulators, and beam like structures. Curved beams have inherent

nonlinearity due to their initial curvature, which makes their analysis difficult. A new dis-

cretization approach is presented using piecewise clothoid elements. The clothoid curves

interpolates the initial shape of the centreline of the beams in terms of piecewise linear

curvatures. The use of clothoid curves for discretization is found to yield accurate results

with lower computational effort. In addition, the model is simple, intuitive, and easy to

implement. Incorporating the clothoid curves in the Cosserat rod model resulted in an iso-

geometric method, where a unified set of parameters govern the geometric design as well as

static simulation.

The final portion of the thesis presents a preliminary attempt to model the dynamic be-

haviour of planar curved beams by incorporating piecewise clothoid interpolation into the

dynamic Cosserat rod model Cosserat rod dynamic equations are a system of coupled partial
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differential equations (PDEs) and are very difficult to solve. An implicit numerical solution

algorithm discretizes the time variable, and a shooting method solves the resultant bound-

ary value problem (BVP) in space variable. The effect of number of control points and the

numerical damping on the dynamic response of cantilever beam systems was discussed.

Keywords: Highly flexible manipulators, continuum manipulators, Cosserat rod theory,

clothoid interpolation.
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सारांश

उ͵ लचीले मैҴनपुलेटसर् ҴवҶभβ अनुप्रयोगों में उनकҬ चपलता, हϱे िडज़ाइन, और जिटल वातावरण में नेҴवगेट करने कҬ
क्षमता के कारण अҳद्वतीय लाभ प्रदान करते हैं। हालाँिक, उनकҬ अंतҴनर्ҳहत लचीलापन मॉडҸलगं, Ҵनयंत्रण, और सटीक
ҿЫҴत के मामले में महΟपूणर् चुनौҴतयाँ पेश करता है। यह थीҸसस इन चुनौҴतयों का समाधान करने और ҴवҴवध क्षेत्रों में
उनके प्रभावी उपयोग को सक्षमकरने के Ҹलए उ͵लचीले मैҴनपुलेटसर् कҬ यांित्रकҬ कҬ जांच करता है। उ͵लचीले मैҴनपु-
लेटसर् के यांित्रकЌवहार को समझना उनके सफल िडज़ाइन, Ҵनयंत्रण,और संचालन के Ҹलए महΟपूणर् है। उनके महΟपूणर्
Ҵवक्षेपण और जिटल गҴतशील Ҵवशेषताओं के कारण, पारंपҲरक कठोर शरҠर मैҴनपुलेटर मॉडल उनके Ќवहार को सटीक
रूप से नहीं पकड़ पाते हैं। यह थीҸसस उ͵लचीले मैҴनपुलेटसर् कҬ यांित्रकҬ कҬ जांच करता है, उनके गҴत कҬ भҴवУवाणी
करने और उλें इНतम प्रदशर्न के Ҹलए िडज़ाइन करने के Ҹलए मॉडल और ҴवИेषण तकनीकों का Ҵवकास करता है।

इस थीҸसस का पहला भाग अΝҶधक Ҵवकायर् संरचनाओं में मॉडҸलगं दृिНकोणों का वणर्न करता है। सामाηत:, पारंपҲरक
दृिНकोण जैसे िक यूलर-बनʅली बीम मॉडल छोटे घुमाव कҬ अंतҴनर्ҳहत धारणाओं के कारण अΝҶधक Ҵवकृत संरचनाओं
को मॉडल करने के Ҹलए अपयӧξ होते हैं। इसҸलए, अҶधक पҲरМृत तरҠकों कҬ आवЗकता होती है जो इन धारणाओंको
ҸशҶथल करते हैं। ΄ाҴमतीय रूप से सटीक (Geometrically exact) बीम Ҹसद्धांत इस श्रेणी में आते हैं। मु͡तः, Ҵनरंतर
और ҴवҴव͑ ҴवҶधयों का उपयोग अΝҶधक Ҵवकृत Ҵनकायों को मॉडल करने के Ҹलए िकया जाता है। Ҵनरंतर ҴवҶधयाँ Ҵवकृत
Ҵनकायों को Ҵनरंतरता के रूप में मानती हैं और गҴतशीलЌवहार का प्रҴतҴनҶधΟकरने वाले शासीआंҸशक ҶभβाΜकसमी-
करणों को ЌुΚβ करती हैं। इनमें से एक ҴवҶध कोеेराट रॉड (Cosserat rod) मॉडҸलगं है, जो Ҵनरंतर मैҴनपुलेटसर् को
मॉडल करने में बहुत लोकिप्रय है। दसूरҠ ओर, ҴवҴव͑ ҴवҶधयाँ जैसे िक सीҴमत तΟ ҴवҶध (Finite element method)
Ҵनरंतर संरचनाओंको एक सीҴमत सं͡ा में तΟों में ҴवभाҸजत करके मैҴनपुलेटर कҬ यांित्रक प्रҴतिक्रया के Ҹलए एक सं͡ा-
Μकसमाधान प्राξकरती हैं। कॉसेराट रॉड मॉडल एक मजबूत ढांचा प्रदान करता है Ҹजससे लचीले मैҴनपुलेटर कҬ यांित्रकҬ
को मॉडल िकया जा सकता है, बाह्य प्रभावांतरणों को Υान में रखते हुए, और इλें रॉड्स नामक पतले Ҵवकृत शरҠरों को
शाҴमल करने वाले ҴवҶभβ अनुप्रयोगों में Ќापक रूप से उपयोग िकया जाता लचीले मैҴनपुलेटर को कोеेराट रॉडΡोरҠ के
आवाज में मॉडल िकया गया है, जहां Ҹलकं को अनुप्रЫीत और अपालंबी माना गया है, लेिकन यह झुक सकता है और घुम
सकता है। यह ҴवकृҴतयों का अनुकरण कर सकता है जैसे िक जुड़ी हुई घुमाव और खींचाव (combined twisting and
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stretching) ।"कोеेराट रॉड के ҿЫर संतुलन समीकरण गैर-रेखीय युҼͭत साधारण ҶभβाΜकसमीकरण (ODEs) हैं,
जहां सं͡ाΜक समाधान ही Ќवहायर् है।

शोध प्रबंध का दसूरा भाग ηूनतम आक्रामक ηूरोसҸजर्कल प्रिक्रयाओं के Ҹलए Ҵवशेष रूप से िडज़ाइन िकए गए केबल
संचाҸलत Ҵनरंतर सҸजर्कल मैҴनपुलेटर का एक ҷचिकΠा अनुप्रयोग प्रЪुत करता है। अΥयन सҸजर्कल कायर् कҬ ҴवҸशН
आवЗकताओंजैसे िक संचालनशीलता और कठोरता के आधार पर ऐसे मैҴनपुलेटसर् को िडज़ाइन करने पर कें ҳद्रत है। िड-
ज़ाइҴनगं प्रिक्रयाऔर मॉडҸलगं को कोеेराट रॉडΡोरҠ का उपयोगकरके िकया गया था। िडज़ाइनकҬ प्राथҴमक Ҵवशेषताएँ
सादगी, कॉϥै͏नेस, और नसबंदी कҬ अंतҴनर्ҳहत सरलता हैं। प्रोटोटाइप ने एक बुҴनयादी कायर्क्षमता परҠक्षण के दौरान
पयӧξ चपलता का प्रदशर्न िकया।

वतर्मान शोध प्रबंध का अंҴतम भाग अΝҶधक लचीले प्रारंҶभक वक्र मैҴनपुलेटसर् और बीम जैसी संरचनाओं के Ќवहार
कҬ खोज है। वक्र बीमों में प्रारंҶभक वक्रता के कारण अंतҴनर्ҳहत गैर-रेखीयता होती है, Ҹजससे उनका ҴवИेषण कҳठन हो
जाता है। एक नया ҴवҴव Ҭ͑करण दृिНकोण पीसवाइज़͙ोथोइड तΟों का उपयोग करके प्रЪुत िकया गया है।͙ोथोइड
वक्र बीमों कҬ कें द्र रेखा के प्रारंҶभक आकार को पीसवाइज़ रैҺखक वक्रताओं के संदभर् में इंटरपोलेट करता है। ҴवҴव Ҭ͑-
करण के Ҹलए͙ोथोइड वक्रों का उपयोग कम कंσूटेशनल प्रयास के साथ सटीक पҲरणाम देने के Ҹलए पाया गया। इसके
अҴतҲर͑, हमारा मॉडल सरल, सहज, और लागू करने में आसान है। कोеेराट रॉड मॉडल में ͙ोथोइड वक्रों को शाҴमल
करना एक समҴमत ҴवҶध में पҲरणत हुआ, जहां एकҬकृत मापदंडों का सेट ΄ाҴमतीय िडज़ाइन और ҿЫर अनुकरण दोनों
को Ҵनयंित्रत करता है।

शोध प्रबंध को प्रारंҶभक प्रयास के साथ समापन िकया गया है, जो τानर वक्र बीमों के गҴतशील Ќवहार को मॉडल
करने के Ҹलए पीसवाइज़͙ोथोइड इंटरपोलेशन को गҴतशील कोеेराट रॉड मॉडल में शाҴमल करता है। कोеेराट रॉड
के गҴतशील समीकरण युҼͭत आंҸशक ҶभβाΜक समीकरणों (PDEs) का एक ҸसЩम होते हैं और इλें हल करना बहुत
कҳठन होता है। एक अंतҴनर्ҳहत सं͡ाΜक समाधान एϳोҲरदम समय चर को ҴवҴव͑ करता है, और एक शूिटगं ҴवҶध
अंतराल चर में पҲरणामी सीमा मान समвा (BVP) को हल करती है।

मु͡ शϕ: अΝҶधक लचीले मैҴनपुलेटसर्, Ҵनरंतर मैҴनपुलेटसर्, कोеेराट रॉड ΡोरҠ, ͙ोथोइड इंटरपोलेशन।
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NOTATION

The following rules are followed throughout this thesis for the notations:

• A bold lower-case letter represents a vector.

• A bold upper-case letter represents a tensor or a matrix.

• An Italics letter represents a scalar.

• Points are represented using upper-case letters.

Independent Variables

Quantity Description Unit

s Arc-length parameter (m)

t Time (s)

Coordinate Frames

Symbol Description

O Origin

{e1, e2, e3} Global frame

{d1(s), d2(s), d3(s)} Director frame

xx



NOTATION xxi

Groups and Algebras

Symbol Description

E3 Right-handed orthonormal basis

R3 Three-dimensional Euclidean space

SO(3) Group of all rotations about the origin of R3

so(3) Lie Algebra of the Lie Group SO(3)

Accents and Notation

Symbol Description

(·)′ Derivative with respect to arc-length parameter s

˙(·) Derivative with respect to time t

(̃·) Mapping from R3 to so(3)

E.g., For any vector p =


p1

p2

p3

, p̃ ≡


0 −p3 p2

p3 0 −p1

−p2 p1 0


(̌·) Distributed terms such as force and moment in Cosserat rod theory

(̂·) Unit vector

(×) Cross product

||(·)|| Modulus of a vector or quaternion

AT Transpose of a matrix A

A−1 Inverse of a matrix A

eA Exponential of a matrix A
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NOTATION xxii

Scalar quantities

Quantity Description Unit

L Undeformed length of rod m

∆s Space step or increment in the arc-length parameter m

ρ Density of material of rod kg/m3

A Area of cross-section of rod m2

E Young’s modulus of material of rod Pa

µ Poisson’s ratio of material of rod -

G Shear modulus of material of rod Pa

θ Angle of rotation in quaternion representation rad

q1, q2, q3, q4 Components of unit quaternion -

I11, I22, I33 Second moment of area along principal axes m4

N Number of nodes/control points in FEA or IGA -

Nc Number of control points in clothoid interpolation -

M Bending moment at the tip of cable driven manipulator Nm

T Tension in the cable in manipulator N

Roffset Cable offset from the centreline of manipulator m

D Diameter of circular cross-section of rod m

B Breadth of rectangular cross-section of rod m

H Height of rectangular cross-section of rod m

σb Maximum bending stress in the cross-section of rod Pa

yd Distance from the neutral axis to the extreme fiber m

γ Angle of tip-concentrated follower load rad

Rc Radius of curvature of a circular arc rod m

c An arbitrary constant -

λ A parameter used to define curves -

αi, αo, βi, βo, µi, µo Parameters in sandwiched beams -

α Parameter in BDF-α method -

l1, l2 Lenght parameters of surgical manipulator m
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NOTATION xxiii

Vector quantities

Quantity Description Unit

r(s, t) Centreline position of rod, r =
[
r1 r2 r3

]T
m

q(s, t) Unit quaternion, q =
[
q1 q2 q3 q4

]T
-

â Unit vector along axis of quaternion representation -

f(s, t) Internal contact force, f =
[
f1 f2 f3

]T
N

n(s, t) Internal contact moment, n =
[
n1 n2 n3

]T
Nm

f̌(s, t) Distributed force per unit length, f̌ =
[
f̌1 f̌2 f̌3

]T
N/m

ň(s, t) Distributed moment per unit length, ň =
[
ň1 ň2 ň3

]T
Nm/m

v(s, t) Strain vector, v =
[
v1 v2 v3

]T
-

k(s, t) Curvature vector in the local frame, k =
[
k1 k2 k3

]T
1/m

u(s, t) Velocity in the local frame, u =
[
u1 u2 u3

]T
m/s

w(s, t) Angular velocity in the local frame, w =
[
w1 w2 w3

]T
1/s

v∗(s, t) Reference strain,
[
0 0 1

]T
for a straight rod -

k∗(s, t) Reference curvature
[
0 0 0

]T
for a straight rod 1/m

y Initial guess for solution of rod equations -

δy Increment in solution of rod equations -

z Residual vector -

h A function which evaluates residual -

k̂ A unit vector in the direction of k -

0 A 3× 1 null vector -
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NOTATION xxiv

Matrices

Quantity Description Unit

R(s, t) Rotation matrix for material orientation -

B A 4× 3 matrix for quaternion derivative

B ≡ 0.5


−q2 −q3 −q4

q1 −q4 q3

q4 q1 −q2

−q3 q2 q1


-

J Second mass moment of inertia tensor

J ≡


I11 0 0

0 I22 0

0 0 I33

 m4

Kse Stiffness matrix for shear and extension

Kse ≡


GA 0 0

0 GA 0

0 0 EA

 N

Kbt Stiffness matrix for bending and torsion

Kbt ≡


EI11 0 0

0 EI22 0

0 0 GI33

 Nm2

Bse Damping matrix for shear and extension Ns

Bbt Damping matrix for bending and twisting Nm2s

Js Jacobian matrix -

I3×3 A 3× 3 identity matrix -
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