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Abstract
The study of interfacial heat transfer and the stability of thin liquid films has gar-
nered significant attention from researchers worldwide, owing to their broad applica-
tions in both engineering and science. Thin liquid films are frequently encountered in
various industrial equipment, such as falling film evaporators and crystallizers, due
to their extensive contact area and minimal thermal resistance. Moreover, the for-
mation of solitary waves on the surface of these films considerably enhance heat and
mass transfer rates. Thin liquid films are also employed for cooling micro-electronic
devices and providing thermal protection for rocket engines. Beyond their engineer-
ing significance, the study of heated falling films is also relevant from a fundamental
standpoint in heat transfer and fluid mechanics, where surface heat transfer plays
a key role in shaping the surface wave dynamics under the influence of gravity. In
this thesis, we tried to investigate the linear stability of a heated thin liquid film
flow under different conditions. In particular, the motivation is to investigate the
thermocapillary instability in the presence of insoluble surfactant and applied shear
stress.

In the first study, a linear stability analysis of a three-dimensional thin liquid film
flowing down a uniformly heated slippery inclined plane is carried out for distur-
bances of arbitrary wavenumbers, where the liquid film satisfies Newton’s law of
cooling at the film surface. A coupled system of boundary value problems is for-
mulated in terms of the amplitudes of perturbation normal velocity and perturba-
tion temperature, respectively. Analytical solution of the boundary value problems
demonstrates the existence of three dominant modes, the so-called H-mode (sur-
face mode), S-mode, and P-mode, where the S-mode and P-mode emerge due to
the thermocapillary effect. In particular, the H-mode appears due to the stream-
wise component of the gravitational force, whereas the shear mode arises due to
the viscous effect when the Reynolds number is very high, but the inclination an-
gle is sufficiently small. It is found that the onset of instabilities for the H-mode,
S-mode, and P-mode reduce in the presence of wall slip and leads to a destabilizing
influence. Numerical solution based on the Chebyshev spectral collocation method
unveils that the finite wavenumber H-mode instability can be stabilized, but the S-
mode instability and the finite wavenumber P-mode instability can be destabilized
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by increasing the value of the thermal Marangoni number. On the other hand, the
Biot number shows a dual role in the H-mode and S-mode instabilities. But the
P-mode instability can be made stable with the increasing value of the Biot num-
ber and the decreasing values of the thermal Marangoni number and the Prandtl
number. Furthermore, the H-mode and S-mode instabilities become weaker, but
the P-mode instability becomes stronger with the increasing value of the spanwise
wavenumber. In addition, the shear mode emerges in the numerical simulation when
the Reynolds number is large, which can be destabilized slightly with the increas-
ing value of the thermal Marangoni number; however, it can be stabilized with the
increasing value of the slip length and introducing the spanwise wavenumber to the
infinitesimal perturbation. The current results also report that Squire’s statement
holds for the H-mode and the shear mode.

In the second study, we investigate the linear stability analysis of a gravity-driven
three-dimensional incompressible viscous fluid flowing down a uniformly heated in-
clined plane under the influence of an external constant shear stress on the fluid
surface. Based on a coupled system of boundary value problems involving the am-
plitudes of the perturbation normal velocity and perturbation temperature, the sta-
bility analysis is accomplished for infinitesimal disturbances of arbitrary wavenum-
bers. The analytical solution of the boundary value problems in the long-wave
regime reveals the existence of the H-mode, which is destabilized by both the ther-
mal Marangoni number and the imposed shear stress acting in the co-flow direction.
Furthermore, we determine the critical value of the thermal Marangoni number be-
low which the inertialess flow is linearly stable, but the flow may be linearly unstable
in this range due to inertia. On the other hand, the numerical solution based on
the Chebyshev spectral collocation method reveals that the H-mode and S-mode
instabilities are destabilized, but the P-mode instability is stabilized if the constant
shear stress is applied in the co-flow direction. Interestingly, as the imposed shear
stress rises, the onset of instability for the H-mode and the onset of stability for the
S-mode merge with each other and produce a single onset for the primary stability.
However, a completely opposite phenomenon takes place if a constant shear stress is
imposed in the counter-flow direction. In addition, we observe that the shear mode
instability can be initiated at a lower Reynolds number by applying a constant shear
stress in the co-flow direction. Conversely, the shear mode instability can be delayed
by imposing a constant shear stress in the counter-flow direction.
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In the third and final study, we examine the linear thermocapillary instability of
a two-dimensional gravity-driven shear-imposed incompressible viscous film flowing
over a uniformly heated inclined wall when the film surface is covered by an insoluble
surfactant. The aim is to expand the prior research [H. H. Wei, “Effect of surfac-
tant on the long-wave instability of a shear-imposed liquid flow down an inclined
plane,” Phys. Fluids 17, 012103 (2005)] to the case of a non-isothermal viscous film.
As a result, the energy equation and the surfactant transport equation are incorpo-
rated into the governing equations along with the mass conservation and momentum
equations. The long-wave analysis predicts that the surfactant Marangoni number
has a stabilizing impact on the H-mode, but the thermal Marangoni number has
a destabilizing impact. These opposing effects produce an analytical relationship
between them for which the critical Reynolds number for the H-mode instability
of the non-isothermal film flow coincides with that of the isothermal film flow. On
the other hand, the numerical result exhibits that the surfactant Marangoni number
has a stabilizing influence on the thermocapillary S-mode and P-mode. More specifi-
cally, these thermocapillary instabilities diminish with an increase in the value of the
surfactant Marangoni number. However, these thermocapillary instabilities can be
made stronger by increasing the value of the thermal Marangoni number. Further-
more, the thermal Marangoni number destabilizes the surfactant mode instability,
but the onset of instability is not affected in the presence of the thermal Marangoni
number, which is in contrast to the influence of the surfactant Marangoni number
on the onset of surfactant mode instability. Interestingly, the Biot number shows
a dual role in the surfactant mode instability, even though the threshold of insta-
bility remains the same. The shear mode instability is stabilized by the surfactant
Marangoni number but destabilized by the thermal Marangoni number. Moreover,
the comparison of results with inertia and without inertia exhibits a stabilizing role
of inertia in the surfactant mode.



सारांश
अंतरापृȵीयऊष्माȸानांतरणऔरपतली तरल ɟफल्मोंकʏ ɜȸरता के अध्ययन ने दुɟनया भर के शोधकतार्ओं
का ध्यान आकɷषʌत ɟकया है, क्योंɟक अɢभयांɟत्रकʏ और ɟवज्ञान दोनों में उनके ȭापक अनुप्रयोग हैं। पतली
तरल ɟफल्में अपने बड़े संपकर् क्षेत्र और कम तापीय प्रɟतरोध के कारण ɟगरती हुई ɟफल्म वाष्पीकरणकतार्ओं
और ɟक्रस्टलाइज़रों जैसे औद्योɟगक उपकरणों में उपयोग होती हैं। इसके अलावा, इन ɟफल्मों कʏ सतह
पर एकल (सॉɡलटरी) लहरों का ɟनमार्ण ऊष्मा और द्रȭमान ȸानांतरण दरों को काफʏ हद तक बढ़ाता
है। पतली तरल ɟफल्मों का उपयोग सूÛम-इलेक्ट्रॉɟनक उपकरणों को ठंडा करने और रॉकेट इंजनों के
ɡलए तापीय सुरक्षा प्रदान करने के ɡलए भी ɟकया जाता है। ताɟपत ɟगरती ɟफल्मों का अध्ययन न केवल
उनके अɢभयांɟत्रकʏ महत्व के ɡलए, बɧल्क ऊष्मा ȸानांतरण और द्रव यांɟत्रकʏ के मौɡलक दृɠȲकोण से
भी प्रासंɟगक है, जहां सतही ऊष्मा ȸानांतरण गुरुत्वाकषर्ण के प्रभाव से सतही तरंगों कʏ गɟतशीलता को
आकार देने में अहम भूɠमका ɟनभाता है। इस थीɡसस में, हमने ɟवɢभȡ ɜȸɟतयों के तहत एक ताɟपत पतली
तरल ɟफल्म प्रवाह कʏ रैɤखक ɜȸरता कʏ जांच करने कʏ कोɡशश कʏ है। ɟवशेष रूप से, प्रेरणा यह है ɟक
अघुलनशील सफǂ क्टेंट और लगाए गए अपरूपण तनाव कʏ उपɜȸɟत में थमǎकैɟपलरी अɜȸरता कʏ जांच
कʏ जाए।

पहले अध्ययन में, एक समान रूप से ताɟपत ɟफसलन भरे झुके हुए तल पर प्रवाɟहत हो रही तीन-आयामी
पतली तरल ɟफल्म कʏ रेखीय ɜȸरता ɟवȰेषण ɟकया गया है, ɣजसमें ɟकसी भी तरंग संख्या वाले ɟवचलनों
को शाɠमल ɟकया गया है। इस दौरान तरल ɟफल्म सतह पर न्यूटन के शीतलन ɟनयम का पालन करती
है। सीमा मूल्य समस्याओं कʏ एक युɥग्मत प्रणाली को ɟवचलन लम्बवत वेग और ɟवचलन तापमान के
आयामों के संदभर् में तैयार ɟकया गया है। सीमा मूल्य समस्याओं का ɟवȰेषणात्मक समाधान तीन प्रमुख
मोडों के अɧस्तत्व को प्रदɹशʌत करता है, तथाकɡथत एच-मोड (सतह मोड), एस-मोड और पी-मोड, जहां
एस-मोडऔर पी-मोड थमǎकेɟपलरी प्रभाव के कारण उभरते हैं। ɟवशेष रूप से, एच-मोड गुरुत्वाकषर्ण बल
के प्रवाहीय घटक के कारण प्रकट होता है। जब रेनॉȪ्स संख्या बहुत अɠधक होती है लेɟकन झुकाव का
कोण पयार्प्त रूप से छोटा होता है, तब ɡशयर मोड श्यान प्रभाव के कारण उत्पȡ होता है। यह पाया गया
है ɟक एच-मोड, एस-मोड और पी-मोड के ɡलए अɜȸरताओं कʏ शुरुआत ɟफसलन कʏ उपɜȸɟत में कम
हो जाती है और यह अɜȸर प्रभाव को बढ़ावा देती है। चेबीशेव Ⱥेक्ट्रल कोलोकेशन ɟवɠध पर आधाɝरत
संख्यात्मक समाधान से पता चलता है ɟक थमर्ल मैरंगोनी संख्या के मूल्य को बढ़ाकर पɝरɠमत तरंग संख्या
एच-मोड अɜȸरता को ɜȸरता प्रदान ɟकया जा सकता है, लेɟकन एस-मोड अɜȸरता और पɝरɠमत तरंग
संख्या पी-मोड अɜȸरता को और अɜȸर ɟकया जा सकता है। दूसरी ओर, बायोट संख्या एच-मोड और
एस-मोड अɜȸरता में दोहरी भूɠमका ɞदखाती है। लेɟकन बायोट संख्या के बढ़ते मूल्य और थमर्ल मैरंगोनी
संख्या और प्रांटल संख्या के घटते मूल्यों के साथ पी-मोड अɜȸरता को ɜȸर बनाया जा सकता है। इसके
अलावा, अनुप्रȸ तरंग संख्या के मान में वृɣद्ध के साथ, एच-मोडऔर एस-मोड अɜȸरताएँ घटने लगती हैं,
लेɟकन पी-मोड अɜȸरता बढ़ने लगती है। इसके अलावा, संख्यात्मक ɡसमुलेशन में ɡशयर मोड तब उभरता
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है जब रेनॉȪ्स संख्या अɠधक होती है। इसे थमर्ल मारंगोनी संख्या के मान में वृɣद्ध से थोड़ा और अɜȸर
ɟकया जा सकता है; हालांɟक, इसे ɟफसलन लंबाई के मान में वृɣद्ध और अनुप्रȸ तरंग संख्या को सूÛम
ɟवचलन में शाɠमल करके ɜȸर ɟकया जा सकता है। वतर्मान पɝरणाम यह भी बताते हैं ɟक स्क्वायर का
कथन एच-मोड और ɡशयर मोड के ɡलए मान्य है।

दूसरे अध्ययन में, हमने एक समान रूप से ताɟपत झुके हुए तल पर प्रवाɟहत हो रहे गुरुत्वाकषर्ण-प्रेɝरत
तीन-आयामी असंपीड्य श्यान तरल कʏ रेखीय ɜȸरता का ɟवȰेषण ɟकया है, ɣजसमें तरल कʏ सतह
पर बाहरी ɜȸर अपरूपण तनाव का प्रभाव शाɠमल है। ɟवचलन लम्बवत वेग और ɟवचलन तापमान के
आयामों से संबंɠधत सीमा मान समस्याओं कʏ एक युɥग्मत प्रणाली के आधार पर, ɟकसी भी तरंग संख्या
वाले सूÛम ɟवचलनों के ɡलए ɜȸरता ɟवȰेषण ɟकया गया है। लंबी-तरंग क्षेत्र में सीमा मान समस्याओं के
ɟवȰेषणात्मक समाधान से एच-मोड कʏ उपɜȸɟत का पता चलता है, ɣजसे थमर्ल मारंगोनी संख्या और
सह-प्रवाह ɞदशा में कायर् करने वाले लगाए गए अपरूपण तनाव दोनों के द्वारा अɜȸर ɟकया जा सकता है।
इसके अलावा, हम थमर्ल मारंगोनी संख्या का वह क्रांɟतक मान ɟनधार्ɝरत करते हैं ɣजसके नीचे अ-जड़त्वीय
प्रवाह रैɤखक रूप से ɜȸर रहता है, लेɟकन इस सीमा के भीतर जड़त्व के कारण प्रवाह रैɤखक रूप से
अɜȸर हो सकता है। दूसरी ओर, चेɟबशेव Ⱥेक्ट्रल कोलोकेशन ɟवɠध पर आधाɝरत संख्यात्मक समाधान
से पता चलता है ɟक यɞद सह-प्रवाह ɞदशा में ɜȸर अपरूपण तनाव लागू ɟकया जाए, तो एच-मोड और
एस-मोड अɜȸरताएँ और अɜȸर हो जाती हैं, लेɟकन पी-मोड अɜȸरता ɜȸर होने कʏ कोɡशश करती है।
ɞदलचȺ रूप से, जैसे-जैसे लगाए गए अपरूपण तनाव में वृɣद्ध होती है, एच-मोड के ɡलए अɜȸरता कʏ
शुरुआतऔर एस-मोड के ɡलए ɜȸरता कʏ शुरुआतआपस में ɠमल जाती हैं और प्राथɠमक ɜȸरता के ɡलए
एक ही शुरुआत उत्पȡ करती हैं। हालांɟक, यɞद ɟवपरीत प्रवाह ɞदशा में ɜȸर अपरूपण तनाव लागू ɟकया
जाए, तो एक ɟबल्कुल ɟवपरीत घटना होती है। इसके अɟतɝरक्त, हम देखते हैं ɟक ɡशयर मोड अɜȸरता को
सह-प्रवाह ɞदशा में ɜȸर अपरूपण तनाव लागू करके कम रेनॉȪ्स संख्या पर भी आरंभ ɟकया जा सकता
है। इसके ɟवपरीत, ɟवपरीत प्रवाह ɞदशा में ɜȸर अपरूपण तनाव लागू करके ɡशयर मोड अɜȸरता को
ɟवलंɟबत ɟकया जा सकता है।

तीसरे और अंɟतम अध्ययन में, हम एक दो-आयामी गुरुत्व-प्रेɝरत अपरूपणलागू असंपीड्य श्यान ɟफल्मकʏ
रेखीय थमǎकैɟपलरी अɜȸरता कʏ जांच करते हैं, जो एक समान रूप से ऊष्म झुकʏ हुई सतह पर प्रवाɟहत
हो रही है और ɣजसकʏ सतह पर अघुलनशील सफǂ क्टेंट मौजूद है। इसका उदे्दश्य ɟपछले शोध [एच. एच.
वेई, “Effect of surfactant on the long-wave instability of a shear-imposed liquid flow
down an inclined plane,” ɟफज. फ्लूइड्स १७, ०१२१०३ (२००५)] को एक गैर-साम्य तापीय
श्यान ɟफल्म के संदभर् में ɟवस्ताɝरत करना है। पɝरणामस्वरूप, ऊजार् समीकरण और सफǂ क्टेंट पɝरवहन
समीकरण को द्रȭमान संरक्षण और संवेग समीकरणों के साथ संचालन समीकरणों में सɦम्मɡलत ɟकया
गया है। लंबी-तरंग ɟवȰेषण यह संकेत देता है ɟक सफǂ क्टेंट मारंगोनी संख्या का एच-मोड पर ɜȸरकारी
प्रभाव पड़ता है, जबɟक थमर्ल मारंगोनी संख्या का अɜȸरकारी प्रभाव होता है। ये ɟवपरीत प्रभाव उनके
बीच एक ɟवȰेषणात्मक संबंध ȸाɟपत करते हैं, ɣजसके पɝरणामस्वरूप गैर-साम्य तापीय ɟफल्म प्रवाह
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कʏ एच-मोड अɜȸरता के ɡलए क्रांɟतक रेनॉȪ्स संख्या साम्य तापीय ɟफल्म प्रवाह कʏ क्रांɟतक रेनॉȪ्स
संख्या से मेल खाती है। दूसरी ओर, संख्यात्मक पɝरणाम यह दशार्ता है ɟक सफǂ क्टेंट मारंगोनी संख्या
का थमǎकैɟपलरी एस-मोड और पी-मोड पर ɜȸरकारी प्रभाव होता है। और अɠधक ɟवɡशȲ रूप से, इन
थमǎकैɟपलरी अɜȸरताएँ सफǂ क्टेंट मारंगोनी संख्या के मान में वृɣद्ध के साथ कम हो जाती हैं। हालांɟक, इन
थमǎकैɟपलरी अɜȸरताओं को थमर्ल मारंगोनी संख्या के मान में वृɣद्ध करके और अɠधक अɜȸर बनाया
जा सकता है। इसके अɟतɝरक्त, थमर्ल मारंगोनी संख्या सफǂ क्टेंट मोड अɜȸरता को और अɜȸर करती
है, लेɟकन थमर्ल मारंगोनी संख्या कʏ उपɜȸɟत में अɜȸरता कʏ शुरुआत पर कोई प्रभाव नहीं पड़ता, जो
सफǂ क्टेंट मोड अɜȸरता कʏ शुरुआत पर सफǂ क्टेंट मारंगोनी संख्या के प्रभाव के ɟवपरीत है। ɞदलचȺरूप
से, बायोट संख्या सफǂ क्टेंट मोड अɜȸरता में दोहरी भूɠमका ɟनभाती है, हालांɟक अɜȸरता कʏ सीमा वही
रहती है। सफǂ क्टेंट मारंगोनी संख्या ɡशयर मोड अɜȸरता को ɜȸरता प्रदान करती है, लेɟकन थमर्ल मारंगोनी
संख्या इसे और अɜȸर करती है। इसके अलावा, जड़त्व के साथ और जड़त्व के ɟबना प्राप्त पɝरणामों कʏ
तुलना सफǂ क्टेंट मोड में जड़त्व कʏ ɜȸरकारी भूɠमका को दशार्ती है।
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