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Abstract

The principal aim of this thesis is to investigate �nite element methods applied to both frictional

and frictionless contact problems. Contact problems play a central role in a wide range of

mechanical structures and hold signi�cant importance in various �elds such as hydrostatics

and thermostatics. Within this study, we emphasise on the contact problems characterized by

various conditions, including the Signorini non-penetration condition and normal compliance

condition while the frictional force is modeled using Coulomb's law of dry friction and Tresca

friction laws. The variational inequalities, which represent the variational formulations of

contact problems, have provided a powerful tool in the mathematical analysis of these models.

In this thesis, we examine both elliptic and parabolic variational inequalities. Within the

context of elliptic variational inequalities, our investigation encompasses the Signorini contact

problem and the frictional contact problem with normal compliance. In the realm of parabolic

variational inequalities, we conduct a detailed analysis of the quasi-static contact problem.

The regularity of the solution plays a pivotal role in determining the qualitative behavior

of the approximation. However, there are situations where the solution to the variational

inequalities exhibit irregularities, stemming from factors like the presence of free boundaries,

reentrant corners within the domain etc. Due to the inherent non-smooth and non-linear nature

of variational inequalities, there has been a growing interest in a posteriori error control for

these variational inequalities and discretization methods in recent years. A pivotal step in the

development of adaptive �nite element methods is the derivation of a posteriori error estimators.

These estimators establish a connection between the error and variables that can be computed

using the discrete solution and the available data. In the pursuit of reducing computational

costs without compromising the accuracy of the numerical solution, adaptive mesh generation

emerges as a highly advantageous approach. To this end, a rigorous theoretical framework

is developed to establish these a posteriori error estimates and obtain convergence rates for

vii



viii Abstract

some variational inequalities. These estimates serve to quantify the accuracy of the numerical

approximation and provide essential insights for evaluating the reliability of the computed

solutions. The theoretical discoveries are substantiated by the numerical investigations.

This thesis comprises of seven chapters. The �rst chapter of the thesis lays the foundation for

the subsequent chapters by conducting an extensive review and analysis of relevant literature.

The next two chapters of the thesis delve into the derivation of residual-based a posteriori

error estimates for the unilateral contact problem. Speci�cally, quadratic �nite elements are

employed in the conforming setting in the �rst chapter, while the second chapter focuses on

the discontinuous Galerkin (DG) methods. The analysis primarily hinges on the utilization

of several intermediate operators, which in turn, con�rms the reliability and e�ciency of the

error estimators. Furthermore, in Chapter 3, we establish optimal a priori error estimates

in DG norm with the appropriate regularity assumption on the exact solution. Subsequently,

Chapter 4 is devoted to the derivation of reliable and e�cient pointwise a posteriori estimates

for the Signorini problem, utilizing quadratic DG methods. The analysis primarily relies on the

existence of super and sub-solutions corresponding to the continuous solution u and standard

a priori error estimates for the Green's matrix of the divergence type operator. The numerical

analysis of the frictional contact problem with normal compliance in DG setting is studied

in Chapter 5. In this chapter, we have also established the medius analysis along with a

posteriori error analysis. An enriching map that bridges the DG �nite element space with the

conforming �nite element space has been constructed and used extensively in the analysis of

Chapter 3, Chapter 4 and Chapter 5. Additionally, a common property shared by various DG

methods aids in formulating the analysis within a uni�ed framework. In Chapter 6, we consider

the numerical solution of a non-linear evolutionary variational inequality, arising in the study

of quasi-static contact problem. Therein we study spatially semi-discrete and fully-discrete

schemes for the quasi-static contact problem using non-conforming discretization in space and

�nite di�erence discretization in time. In order to validate the theoretical results, numerical

results are presented at the end of each chapter from Chapter 2 to Chapter 6. Finally in the

last chapter, we conclude the thesis and propose potential directions for the future work.



 
 
 
 
 
 
 
 

सार 

 
इस थी&सस का मु+य उ.दे1य 234शनल और 234शनलेस संपक<  सम=याओ ंपर लागू समािBत तDव FवGधयI कJ 
जांच करना है। संपक<  सम=याएँ यांRSक संरचनाओ ं के एक Fव=ततृ Uेणी मW महDवपूण< भू&मका Yनभाती हZ और 
हाइ[ो=टे^ट4स और थम_=टे^ट4स जैसे Fव&भ`न aेSI मW महDवपूण< महDव रखती हZ। इस अdययन मW, हम Fव&भ`न 
ि=थYतयI .वारा चfरRSत संपक<  सम=याओ ं पर जोर देत े हZ, िजनमW &सgनोfरनी गैर-iवेश ि=थYत और सामा`य 
संरचना ि=थYत शा&मल हZ, जब2क 234शनल बल को कूलIब के सुखे 234शन और kे=का  234शन कानून का 
उपयोग करके मॉडल 2कया जाता है। संपक<  सम=याओ ं के वैfरएशनल असमानताएँ, जो  संपक<  सम=याओ ं के 
वैfरएशनल nपांतरणI को iYतYनGधoा करती हZ, इन मॉडलI के गpणतीय Fव1लेषण मW एक शि4तशालr उपकरण 
iदान करती हZ। इस थी&सस मW, हम दोनI  एिsलिBटक और पैराबो&लक वैfरएशनल असमानताओ ंका परraण 
करत े हZ। एिsलिBटक वैfरएशनल असमानताओ ं के संदभ< मW, हमारा अdययन &सgनोfरनी संपक<  सम=या और 
सामा`य संपक<  सम=या को समावेश करता है। पैराबो&लक वैfरएशनल असमानताओ ंके aेS मW, हम तकनीकJ nप 
से 4वासी-ि=थर संपक<  सम=या के Fव=ततृ Fव1लेषण करत ेहZ। 
 
समाधान कJ Yनय&मतता अनुमाYनत 4वा&लटr^टव tयवहार को Yनधा<fरत करने मW महDवपूण< भू&मका Yनभाती है। 
हालां2क, कुछ पfरि=थYतयI मW वैfरएशनल असमानताओ ंका समाधान अYनय&मतताओ ंका iदश<न करता है, जो 
aेS मW Yन:शुsक सीमाओ,ं दोहरे कोनI आ^द के कारण से हो सकता है। वैfरएशनल असमानताओ ंकJ =वाभाFवक 
अनंgय और गैर-लrYनयर iकृYत के कारण, हाल हr मW इन वैfरएशनल असमानताओ ंऔर xड=yेटाइज़ेशन FवGधयI 
के &लए अपो=टेfरयोरr Sु̂ ट YनयंSण मW एक बढ़ती हुई }Gच रहr है। समुGचत तरrके से अनुकूलYनक तDव Fवक&सत 
करने मW एक iमुख कदम अपो=टेfरयोरr Sु̂ ट अंशकI का Yनधा<रण है। ये अंशक Sु̂ ट और उपल~ध डटेा का उपयोग 
करके गpणतीय समाधान और उपल~ध डटेा का उपयोग करत ेहZ। गणना कJ मेहनत कम करने के &लए, Rबना  
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सं+याDमक समाधान कJ गुणवoा पर कोई असर नहr ंपड़ता, कंBयूटेशनल लागत को कम करने का एक अDयGधक 
लाभकारr उपाय उभरता है। इस उ.दे1य के &लए, इन अपो=टेfरयोरr Sु̂ ट अनुमानI को =थाFपत करने और कुछ 
वैfरएशनल असमानताओ ंके &लए संगYत दरW iाBत करने के &लए एक स+त गpणतीय &स.धांYतक ढांचा Fवक&सत 
2कया गया है। ये अनुमान गpणतीय अनुमान कJ सटrकता को मापत ेहZ और गpणतीय समाधान के Fव1वसनीयता 
का मूsयांकन करने के &लए आव1यक अ.यतन देत ेहZ। नांतfरक अनुसंधान .वारा &स.धांYतक खोज से iमाpणत 
2कए जात ेहZ। 
 
यह थी&सस सात अdयायI से बनी है। थी&सस का पहला अdयाय अ`य अdयायI के &लए मौ&लकता =थाFपत करता है और 

संबंGधत सा^हDय का Fव=ततृ समीaा और Fव1लेषण करके आगे के अdयायI के &लए आधार रखता है। थी&सस के अगले दो 
अdयाय एक iYतबंधी संपक<  सम=या के &लए अपो=टेfरयोरr Sु̂ ट अंशकI कJ Yनधा<रण मW डुबकत े हZ। Fवशषे nप से, पहले 
अdयाय मW समानुपाYतक वातावरण मW 4वा[े̂ टक अंत मानI का उपयोग 2कया गया है, जब2क दसूरा अdयाय असमान 

गैलर2कन (डीजी) FवGधयI पर dयान कW ^Çत करता है। Fव1लेषण मु+य nप से कई मdयवतÉ ऑपरेटस< का उपयोग पर Yनभ<र 
करता है, जो 2फर, Sु̂ ट अंशकI कJ Fव1वसनीयता और iभावकाfरता को साRबत करता है। इसके अलावा, अdयाय 3 मW, हम 

उDकृÜट  पूव< Sु̂ ट अंशकI कJ Yनधा<रण मW डीजी नाम< मW उGचतता अनुमान करत ेहZ, अनुमान कJ Fवशषे शत< पर। इसके बाद, 

अdयाय 4 मW, हम &सgनोfरनी सम=या के &लए Fव1वसनीय और कुशल अपो=टेfरयोरr अनुमानI कJ Yनधा<रण मW 4वा[े̂ टक 

डीजी FवGधयI का उपयोग करत ेहZ। Fव1लेषण मु+य nप से Yनरंतर समाधान  u के &लए अि=तDव कJ मौजूदगी पर Yनभ<र करता 
है और डाइवजáस iकार के ऑपरेटर के हरr के मै^k4स के &लए मानक पूव< Sु̂ ट अंशकI कJ Yनधा<रण कJ Fवशषे शत<। अdयाय 5 

मW नॉम<ल कंBलायंस के साथ घष<णाDमक संपक<  सम=या का सं+याDमक Fव1लेषण डीजी से^टगं मW अdययन 2कया गया है। इस 

अdयाय मW, हमने भFवÜयवाणी Fव1लेषण के साथ समdयान Fव1लेषण भी =थाFपत 2कया है। एक ऐसा सम.ृध मानGचS जो 
डीजी अंत मान aेS को समानांतर अंत मान aेS के साथ जोड़ता है, अdयाय 3, अdयाय 4 और अdयाय 5 के Fव1लेषण मW 
tयापक nप से उपयोग 2कया गया है। साथ हr, Fव&भ`न डीजी FवGधयI .वारा साझा कJ गई एक सामा`य गुणधम< एक समूचे 
संरचना के भीतर Fव1लेषण को nपांतfरत करने मW मदद करता है। अdयाय 6 मW, हम एक गैर-लrYनयर वैकिsपक वैfरएशनल 

असमानता का सं+याDमक समाधान का Fवचार करत ेहZ, जो iासंGगक ि=थर संपक<  सम=या के अdययन से उDप`न होता है। 

वहाँ हम अaãाहr और पूरr तरह से असंगत अंत मानI के सं+याDमक और पूरr तरह से असंगत योजनाओं का अdययन करत े

हZ, =थान मW गैर-संगत Fवभाजन और समय मW सी&मत अंत मान कJ Fवभाजन। &स.धांYतक पfरणामI कJ पुिÜट करने के &लए, 

iायोGगक पfरणामI को अdयाय 2 से अdयाय 6 तक i=तुत 2कया गया है। अंत मW आpखरr अdयाय मW, हम थी&सस का 
संåaBतीकरण करत ेहZ और भFवÜय के काय< के &लए संभाFवत ^दशाYनदçश i=तुत करत ेहZ। 
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