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Abstract

Partial differential equations have many important applications in various fields of science

and engineering, such as fluid dynamics, materials science, inverse problems, computer

graphics, and pattern formation. In recent years, increasing attention has been paid to

the study of partial differential equations involving exponents p and p(x) (variable ex-

ponent). The interest in studying such problems was stimulated by their applications in

fluid dynamics, turbulent flows, non-Newtonian flows, climatology, elasticity, image pro-

cessing, and electrorheological fluids. In this thesis, our aim is to find numerical solutions

of p(x)-Laplacian problem, p(x)-Laplacian eigenvalue problem, p-biharmonic problem,

and parabolic p-Laplacian problem. Below, we provide a few details of the above works.

We propose minimization techniques (quasi-Newton and steepest descent) to solve the

p(x)-Laplacian problem using WEB-Spline method which is the generalization of Lapla-

cian operator (p(x) = 2) and p-Laplacian operator (p(x) = p). We perform several

numerical experiments to validate the results given in the literature.

Further, we analyze the numerical solution for computing the first eigenpair of p(x)-

Laplacian problem using WEB-Spline method. We adopt the inverse power method for

computing the first eigenpair of p(x)-Laplacian operator and also we study the asymp-

totic behaviour of the first eigenpair. Numerical simulations are performed to show the

efficiency of the proposed scheme.

Next, we study the linear p-biharmonic problem (i.e., p = 2 case) with Navier boudary

conditions. For solving the fourth order biharmonic problem, usually we need C1 finite

elements which are difficult to construct. Hence, we decoupled this fourth order problem

v



into two second order equations for which we can use C0 finite elements. For this decou-

pled problem, we use WEB-Spline method and verify the theoretical results via numerical

experiments.

Next, we extend WEB-Spline method from linear biharmonic problem to nonlinear p-

biharmonic problem. For this problem, we perform numerical experiments to substanti-

ate the theoretical results for linear case, and for nonlinear case no theoretical results are

available; hence we gauge the rate of convergence.

Finally, we extended the WEB-Spline method from heat and p-Laplacian problems to a

parabolic p-Laplacian problem. For time discretization, we use backward Euler method

and for this fully-discrete formulation, we use Newton’s method to linearize the nonlinear

problem. We give a priori error estimates for semi-discrete and fully-discrete formulations.

Also, we present a few examples to confirm the theoretical estimates.
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साराांश  

 

 

 

 

आांशशक अांतर समीकरण ां का शिज्ञान और इांजीशनयररांग के शिशिन्न के्षत् ां में कई महत्वपूणण अनुप्रय ग हैं, जैसे 

शक द्रि गशतकी, सामग्री शिज्ञान, वु्यत्क्रम समस्याएां , कां पू्यटर ग्राशिक्स और पैटनण गठन। हाल के िर्षों में, 

प्रशतघात ां पी और पी (एक्स) (चर घाताांक) से जुडे आांशशक अांतर समीकरण ां के अध्ययन पर अशिक ध्यान 

शिया गया है। इस तरह की समस्याओां का अध्ययन करने में रुशच, द्रि गशतशीलता, अशाांत प्रिाह, गैर-

नू्यट शनयन प्रिाह, जलिायु शिज्ञान, ल च, छशि प्रसांस्करण और शिि्युत-तरल पिार्थों में उनके अनुप्रय ग ां 

से पे्रररत र्थी। इस र्थीशसस में हमारा उदे्दश्य पी (एक्स) - लैप्लाशसयन समस्या, पी (एक्स) – लैप्लाशसयन 

आइजन िैलू्य समस्या, पी-बायहामोशनक समस्या और पैराब शलक पी-लैप्लाशसयन समस्या के सांख्यात्मक 

समािान ढूांढना है। नीचे, हम उपर क्त कायों के कुछ शििरण प्रिान करते हैं। हम िेब-स्प्प्लीन शिशि का 

उपय ग करके पी (एक्स) - लैप्लाशसयन समस्या क  हल करने के शलए नू्यनतमीकरण तकनीक ां (अिण-नू्यटन 

और सबसे तेज िांश) का प्रस्ताि करते हैं ज  लैप्लाशसयन ऑपरेटर (पी (एक्स) = 2) और पी-लैप्लाशसयाई 

ऑपरेटर (पी(एक्स) = पी) का सामान्यीकरण है। हम साशहत्य में शिए गए पररणाम ां क  मान्य करने के शलए 

कई सांख्यात्मक प्रय ग करते हैं। 

 

इसके अलािा, हम िेब-स्प्प्लीन शिशि का उपय ग करके पी (एक्स) के पहले आइजनपेयर की गणना के शलए 

सांख्यात्मक समािान का शिशे्लर्षण करते हैं। हम पी (एक्स) के पहले आइजनपेयर की गणना  के शलए 

शिल म शक्तक्त शिशि अपनाते हैं और हम पहले आइजनपेयर के स्पशोनु्मख व्यिहार का िी अध्ययन करते 

हैं। प्रस्ताशित य जना की िक्षता शिखाने के शलए सांख्यात्मक शसमुलेशन शकए जाते हैं। 

 

इसके बाि, हम नशियर सीमा की क्तस्प्र्थशतय ां के सार्थ रैक्तखक पी-बायहामोशनक समस्या (यानी, पी = 2 केस) 

का अध्ययन करते हैं। चौरे्थ क्रम की बायहामोशनक समस्या क  हल करने के शलए, आमतौर पर हमें C1 

पररशमत तत्व ां की आिश्यकता ह ती है, शजनका शनमाणण मुक्तिल ह ता है। इसशलए, हमने इस चौरे्थ क्रम की 

समस्या क  ि  िूसरे क्रम समीकरण ां में बिल शिया, शजसके शलए हम C0 पररशमत तत्व ां का उपय ग कर 

सकते हैं। इस अिनत समस्या के शलए, हम िेब-स्प्प्लीन शिशि का उपय ग करते हैं और सांख्यात्मक प्रय ग ां 

के माध्यम से सैद्ाांशतक पररणाम ां क  सत्याशपत करते हैं। 

 



इसके बाि, हम रैक्तखक बायहामोशनक समस्या से गैर-पी-बायामोशनक समस्या के शलए िेब-स्प्प्लीन शिशि का 

शिस्तार करते हैं। इस समस्या के शलए, हम रैक्तखक मामले के शलए सैद्ाांशतक पररणाम ां क  प्रमाशणत करने 

के शलए सांख्यात्मक प्रय ग करते हैं, और गैर-रैक्तखक मामले के शलए क ई सैद्ाांशतक पररणाम उपलब्ध नही ां 

हैं; इसशलए हम अशिसरण की िर क  नापते हैं। 

 

अांत में, हमने हीट और पी-लैप्लाशसयन समस्याओां क  िेब-स्प्प्लीन शिशि से पैराब शलक पी-लैप्लाशसयन 

समस्या तक बढाया है। समय साििानी के शलए, हम शपछडे यूलर शिशि का उपय ग करते हैं और इस पूरी 

तरह से असतत शनमाणण के शलए, हम गैर-रैक्तखक समस्या क  रैक्तखक करने के शलए नू्यटन की शिशि का 

उपय ग करते हैं। हम अिण-असतत और पूरी तरह से असतत य ग ां के शलए एक प्रार्थशमकताओां तु्शट 

अनुमान िेते हैं। इसके अलािा, हम सैद्ाांशतक अनुमान ां की पुशि करने के शलए कुछ उिाहरण प्रसु्तत करते 

हैं। 
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