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ABSTRACT

Most practical systems have inherent time delay by virtue of the sensors, actuators and

interaction between its various components. Time delay is usually a cause of instability and

poor performance and significantly increases the complexity in analysis and design of such

systems. Consequently, the study of stability and control of these time delay systems (TDSs)

is of significant theoretical and practical importance.

Time delay systems involve a transcendental characteristic equation that has infinite

eigenvalues. The conventional methods for delay-free systems can not be employed directly

for analyzing TDSs due to their transcendental behavior. As an alternative, the concept of

the Lambert W function has been explored in this thesis to facilitate the system analysis

and controller design for TDSs. The Lambert W function based method yields an analytical

solution of TDSs that is analogous to that of ordinary differential equations. The analogy

between the solution forms of the delay differential equation and the ordinary differential

equation aids in the extension of conventional approaches for delay-free systems to systems

with time delay. This thesis proposes various control algorithms for a different class of linear

time-invariant TDSs based on the Lambert W function.

The matrix Lambert W function framework has been utilized in this thesis to investigate

the eigenspectrum of the higher order TDSs. This investigation leads to the development of an

algorithm that circumvents the discrepancies and limitations of the state-of-art approach. The

concept of the Lambert W function for solving multidimensional TDSs with multiple discrete

delays has also been explored in this thesis.

Subsequently, the control design problem for such systems has been addressed through the

Lambert W function based approach. Uncertainties and external disturbances are practical

phenomena, often experienced by dynamical systems. Sliding mode control approach has been

chosen to address such system uncertainties because of its two magnetic properties; first is

v



the order reduction, and the second one is the invariance property (insensitive to matched

uncertainties). In this context, the Lambert W function based approach is utilized to design

the sliding manifold, which assures the stability of the reduced order system.

As full state measurement is not possible in many practical cases, the work is extended to

the design of an observer-based controller for the artificially induced time delay systems. In

order to accomplish this, the thesis proposes a composite design of a state estimator appended

with a disturbance observer for uncertain input delay systems. The case of state delay systems

with bounded uncertainty have also be handled in this context via sliding mode control.

Furthermore, dynamical systems, like diffusion processes, heat transfer problem, etc. cannot

be represented precisely using integer order differential equations. Hence, fractional differential

equations are utilized to model such systems, and the corresponding systems are referred as

’fractional order systems’. The study of these systems is a challenging task; besides, the presence

of delay contribute to the increased complexity in their analysis. The Lambert W function

concept has also been used to bring about sliding mode control in the framework of fractional

order systems. The unavailability of states has also been handled in this context by proposing

an observer-based control algorithm.

Overall, this thesis proposes a Lambert W function based design framework for the

analysis and design of time-delayed systems. The proposed methodologies not only provide an

alternative to the conventional Lyapunov based techniques but also bring new insights on the

recently established Lambert W function based methodology.

Keywords: Time delay systems; Lambert W function; Sliding mode control.
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सार 
 

अधिक ांश व्य वह रिक प्रण धिय ां में अांतधनिधहत देिी  सेंसि, एक्ट्यूएटि औि धवधिन्न घटक ां के बीच इांटिैक्शन 

के आि ि पि ह ती है। समय की देिी आमतौि पि अस्थिित  औि खि ब प्रदशिन क  क िण है औि इस तिह 

धसस्टम के धवशे्लषण औि धिज इन में जधटित  बढ़ ज ती है। नतीजतन, इन समय-देिी प्रण धिय ां (टीिीएस) 

की स्थिित  औि धनयांत्रण क  अध्ययन सैद् ांधतक औि व्य वह रिक तिीके से महत्वपूणि है। 

 

समय की देिी प्रण धिय ां में एक ट् ांसेंिेंटि धवशेषत  समीकिण ह त  है धजसमें अनांत ेेगेंव िूएस  ह ते हैं। 

धविांब-मुक्त प्रण धिय ां के धिए, प िांपरिक तिीक ां क  उनके ट् ांसेंिेंटि व्यवह ि के क िण सीिे टीिीएस के 

धवशे्लषण के धिए धनय धजत नही ां धकय  ज  सकत  है। एक धवकल्प के रूप में, TDSs के धिए धसस्टम 

धवशे्लषण औि धनयांत्रक धिज इन की सुधवि  के धिए इस िीधसस में िैम्बटि िबू्ल्य फां क्शन की अवि िण  क  

पत  िग य  गय  है। िैंबटि िबू्ल्य फां क्शन आि रित पद्धत टीिीएस क  एक धवशे्लषण त्मक सम ि न 

धनक िती है ज  स ि िण अांति समीकिण ां के अनुरूप है।  देिी अांति समीकिण औि स ि िण अांति 

समीकिण के सम ि न रूप ां के बीच सम नत , धविम्ब से मुक्त धसस्टम के धिए प िांपरिक दृधिक ण के 

धवस्त ि क  प्रस्त धवत किती है। यह िीधसस िैम्बटि िबू्ल्य फां क्शन के आि ि पि िैस्खक ट इमध ांव िीअन्ट 

टीिीएस के एक अिग वगि के धिए धवधिन्न धनयांत्रण एल्ग रिदम क  प्रस्त व कित  है। 

 

मैधट्क्स िैंबटि िबू्ल्य फां क्शन फे्रमवकि  क  उपय ग इस िीधसस में उच्च क्रम के टीिीएस के ईगेंसपेक््ट्म की 

ज ांच किने के धिए धकय  गय  है। यह ज ांच एक एल्ग रिथ्म के धवक स की ओि िे ज ती है ज  अत्य िुधनक 

दृधिक ण की धवसांगधतय ां औि सीम ओां क  दिधकन ि किती है। बहुधवकल्पीय टीिीएस क  कई असतत देिी 

के स ि हि किने के धिए िैम्बटि िबू्ल्य फां क्शन की अवि िण  क  िी इस िीधसस में ख ज  गय  है।  

 

इसके ब द, इस तिह के धसस्टम के धिए धनयांत्रण धिज इन समस्य  क  िैम्बटि िबू्ल्य फां क्शन आि रित 

दृधिक ण के म ध्यम से सांब धित धकय  गय  है। अधनधितत ओां औि ब हिी गड़बड़ी व्य वह रिक घटन एां  हैं, 

धजन्हें अक्सि गधतशीि प्रण धिय ां द्व ि  अनुिव धकय  ज त  है। द  महत्त्वपूणि धवशेषत ओां के क िण ऐसी 

प्रण िी अधनधितत ओां क  दूि किने के धिए स्ल इधिांग म ि कां ट् ि अप्र च क  चुन  गय  है; पहि  ऑििि में 

कमी है, औि दूसि  एक आक्र मक सांपधि है (धमि न अधनधितत ओां के प्रधत असांवेदनशीि)। इस सांदिि में, 

िैम्बटि िबू्ल्य फां क्शन आि रित दृधिक ण क  उपय ग स्ल इधिांग मैधनफ ल्ड क  धिज इन किने के धिए धकय  

ज त  है, ज  सिि क्रम प्रण िी की स्थिित  क  आश्व सन देत  है। 

 

जैस  धक कई व्य वह रिक म मि ां में पूणि अवथि  म प सांिव नही ां है, इसधिए यह क म कृधत्रम रूप से पे्ररित 

समय देिी प्रण धिय ां के धिए एक पयिवेक्षक-आि रित धनयांत्रक के धिज इन तक धवस्त रित है। इसे पूि  किने 

के धिए, िीधसस अधनधित स्थिधत में देिी प्रण िी के धिए गड़बड़ी पयिवेक्षक के स ि सांिग्न एक स्थिधत 

आकिनकत ि के एक समग्र धिज इन क  प्रस्त व है। ब उां िेि अधनधितत  के स ि स्थिधत देिी धसस्टम के 

म मिे क  िी इस सांदिि में स्ल इधिांग म ि धनयांत्रण के म ध्यम से धनयांधत्रत धकय  ज त  है। 

 

इसके अि व , ि यनेधमक धसस्टम, जैसे धिफू्यजन प्र सेस, हीट ट् ांसफि प्रॉब्लम इत्य धद क  पूण ांक ऑििि 

धिफिें धशयि इके्वशन क  उपय ग किके सटीक रूप से प्रसु्तत नही ां धकय  ज  सकत  है। इसधिए, इस तिह 

के धसस्टम क  मॉिि किने के धिए आांधशक धिन्न समीकिण ां क  उपय ग धकय  ज त  है, औि सांबांधित 



प्रण धिय ां क  'आांधशक आदेश प्रण िी' कह  ज त  है। इन प्रण धिय ां क  अध्ययन एक चुनौतीपूणि क यि है; 

इसके अि व , देिी की उपस्थिधत उनके धवशे्लषण में वृस्द् हुई जधटित  में य गद न किती है। िैम्बटि िबू्ल्य 

फां क्शन अवि िण  क  उपय ग आांधशक आदेश प्रण धिय ां के ढ ांचे में स्ल इधिांग म ि धनयांत्रण क  ि ने के 

धिए िी धकय  गय  है। एक पयिवेक्षक आि रित धनयांत्रण एल्ग रिथ्म क  प्रस्त व किके अवथि  की 

अनुपिब्धत  क  िी इस सांदिि में धनयांधत्रत धकय  गय  है। 

 

कुि धमि कि, यह िीधसस समय-धविांधबत प्रण धिय ां के धवशे्लषण औि धिज इन के धिए एक िैम्बटि िबू्ल्य 

फां क्शन आि रित धिज इन ढ ांचे क  प्रस्त व किती है। प्रस्त धवत क यिप्रण िी न केवि प िांपरिक िय पुण व 

आि रित तकनीक ां क  एक धवकल्प प्रद न किती है, बस्ि ह ि ही में थि धपत िैंबटि िबू्ल्य फां क्शन आि रित 

क यिप्रण िी पि नई अांतदृिधि िी ि ती है। 
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