
 

LINEAR STABILITY OF CONTAMINATED FLOWS 

 

 

 

 

FAROOQ AHMAD BHAT 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

DEPARTMENT OF APPLIED MECHANICS 

INDIAN INSTITUTE OF TECHNOLOGY DELHI 

OCTOBER 2020 

  



  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 © Indian Institute of Technology Delhi (IITD), New Delhi, 2020

  



 

LINEAR STABILITY OF CONTAMINATED FLOWS 

 

by 

 

 

FAROOQ AHMAD BHAT 

 

Department of Applied Mechanics 

 

 

Submitted 

in fulfilment of the requirements of the degree of Doctor of Philosophy 

to the 

 

 

 

 

 

 

 

INDIAN INSTITUTE OF TECHNOLOGY DELHI 

OCTOBER  2020 



Certificate

This is to certify that the thesis entitled, "Linear Stability of Contaminated

Flows" submitted by Mr. Farooq Ahmad Bhat for the award of degree of Doc-

tor of Philosophy to the Indian Institute of Technology Delhi is a record of bona

fide research work carried out by him under my guidance and supervision.

Mr. Farooq Ahmad Bhat has fulfilled all the prescribed requirements and the

thesis is, in my opinion, worthy of consideration for the degree of Doctor of

Philosophy in accordance with the regulations of the Institute. The contents of

this thesis have not been submitted in part or in full to any other university or

institute for the award of any degree or diploma.

Dr. Arghya Samanta

Assistant Professor

Department of Applied Mechanics
Indian Institute of Technology Delhi
New Delhi-110016
India

Place: New Delhi

Date :

i



Acknowledgements

Ph.D is not a work and achievement of one individual, but of a collective enter-

prise of faculty, family, friends and community. It would be unfair to present

this work without acknowledging the immense support of different people that

I have received and made this thesis possible. First of all, thanks to "The ALMIGHTY

ALLAH", with his gracious will, I was not only able to pursue this work but also

complete it properly.

This work would not have been possible without the generous and inspiring

support of my supervisor Dr. Arghya Samanta. His knowledge, wisdom and

dedication towards his work has always inspired me. He has treated me, not

just as student, rather as a friend and always advised me in most positive and

constructive spirit. I will always be in debt to him for making me who I am

today.

Beside my supervisor, I would also like to thank my student research committee

members – Prof. S. Sanghi , Prof. S.V. Veeravalli, and Prof. S Datta for their

valuable suggestions and comments throughout the research work.

I am also thankful to Prof. Sawan S. Sinha for his tremendous encouragement

and words of wisdom. I would also like to acknowledge the Department of

Science, Ministry of Human Resource Development for providing the financial

assistance during this work.

I have been very fortunate to have very supportive friend like Dr. Murtaza

Rasool, who not only guided me to join PhD at the first place but also helped

iii



me in every possible way during the course of my stay in the institute. I am

also thankful to Sagar Saroha and Nishant Parashar for making my stay in lab

an enjoyable and educational time. I am also grateful to my dear friends Suhail

Bashir, Harshvardhan Varma, Abhilasha Awasthi and Komal Tomar. Special

thanks to Digpriya and Abhishek Rai for being with me all times.

Finally, I owe my genuine gratitude and honest appreciation to my parents and

my family for their passionate help, blessings, and inspiration throughout the

work. They supported me at each progression by contributing their significant

time and never questioned on my capacity to finish the assignment. I required

it the most and I will always be thankful to them.

Farooq Ahmad Bhat

iv



Abstract

Falling films are widely encountered in nature, technical, and industrial set-

ups, and the dynamics of waves generated on film surfaces play a major role

in liquid-liquid extractor, multi-layer liquid coating, thin film heat exchangers,

and chemical reactors. For this reason, it is not surprising that the studies of

single or multi-layer falling films are of increasing interest. In this thesis, an

attempt has been made to investigate the linear stability of single-layer and two-

layer fluid flowing down an inclined plane when either fluid surface or both fl

uid surface and fluid-fluid interface are covered by insoluble surfactants.

First part of the thesis deals with the linear stability analysis of a fluid flowing

down a slippery inclined plane when the free surface of the fluid is contami-

nated by a mono-layer of insoluble surfactant. The Orr-Sommerfeld equation

(OSE) is derived for infinitesimal disturbances of arbitrary wave numbers. At

low Reynolds number, the OSE is solved analytically by using the long-wave

analysis, which shows that the critical Reynolds number decreases in the pres-

ence of a slippery plane but increases in the presence of an insoluble surfactant.

This fact ensures a destabilizing effect of wall slip and a stabilizing effect of

insoluble surfactant on the long-wave surface mode. Further, the Chebyshev

spectral collocation method is implemented to tackle the OSE numerically for

an arbitrary value of the Reynolds number, or equivalently, for an arbitrary

value of the wave number. At moderate Reynolds number, wall slip exhibits a

stabilizing effect on the surface mode as opposed to the result in the long-wave
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regime, while the insoluble surfactant exhibits a stabilizing effect on the sur-

face mode as in the result of the long-wave regime. On the other hand, at high

Reynolds number, both wall slip and insoluble surfactant exhibit a stabilizing

effect on the shear mode. Further, it is shown that both surface and shear modes

compete with each other to dominate the primary instability once the inclina-

tion angle is sufficiently small. In addition, new phase boundaries are identified

to differentiate the regimes of surface and shear modes.

The second part of the thesis deals with the study of linear stability analysis

of a shear-imposed fluid flowing down an inclined plane when the free sur-

face of the fluid is covered by an insoluble surfactant. The Orr-Sommerfeld

boundary value problem is formulated and solved numerically based on the

Chebyshev spectral collocation method. Two temporal modes, the so-called

surface mode and surfactant mode, are detected in the long-wave regime. The

surfactant mode becomes unstable when the Péclet number exceeds its critical

value. In fact, the instability of the surfactant mode occurs on account for the

imposed shear stress. Energy budget analysis predicts that the kinetic energy of

the infinitesimal disturbance grows with the imposed shear stress. On the other

hand, the numerical results reveal that both surface and surfactant modes can

be destabilized by increasing the value of the imposed shear stress. Similarly,

it is demonstrated that the shear mode becomes more unstable in the presence

of imposed shear stress. However, it can be stabilized by incorporating the in-

soluble surfactant at the free surface. Apparently, it seems that inertia does not

play any role in the surfactant mode in the moderate Reynolds number regime.

Furthermore, the competition between surface and shear modes is discussed.

Finally, the third part of the thesis deals with a detailed study of linear stability

analysis of a surfactant-laden two-layer film flowing down a slippery inclined
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plane in the presence of several flow parameters. Four modes, the so-called

surface mode, interface mode, surface surfactant mode and interface surfactant

mode, are identified in the long-wave regime. It is found that the surface sur-

factant mode is always stable, but the interface surfactant mode can be unstable

if the Péclet number Pe2 corresponding to the interfacial surfactant exceeds its

critical value and mr > 1, where m and r respectively stand for the viscosity ra-

tio and the density ratio. Further, in the long-wave regime, the interface mode

can be stabilized, but the surface mode can be destabilized by introducing the

effect of wall slip when m < 1. However, the effect of wall slip on the inter-

face and surface modes is completely opposite as soon as m > 1. Furthermore,

the viscosity ratio provides a dual role in the primary instability generated by

the surface mode, i.e., it exhibits a stabilizing effect close to the criticality but

exhibits a destabilizing effect far away from the criticality. However, the above

results regarding the surface mode are fully converse if the density ratio, or,

the thickness ratio varies rather than the viscosity ratio. Moreover, the interface

surfactant mode can be stabilized by increasing the magnitude of density ratio,

viscosity ratio and thickness ratio. In addition, the shear modes appear in the

numerical simulation when the Reynolds number is very large and the inclina-

tion angle is very small. The shear mode associated with the lower fluid layer

can be stabilized, but the shear mode associated with the upper fluid layer can

be destabilized by increasing value of the viscosity ratio.

vii



साराांश 
गिरने वाली फिल्मों का प्रकृति, िकनीकी और औद्योगिक सेट-अप में व्यापक रूप से सामना 
फकया जािा है, और फिल्म सिहों पर उत्पन्न िरंिों की ितिशीलिा िरल-िरल एक्सटै्रक्टर, 
बहु-परि िरल कोटटिं, पिली फिल्म हीट एक्सचेंजसस और रासायतनक ररएक्टरों में एक प्रमुख 
भूममका तनभािी है। इस कारण से, यह आश्चयसजनक नहीं है फक एकल या बहु-परि गिरन े
वाली फिल्मों के अध्ययन में रुगच बढ़ रही है। इस थीमसस में, झुकाव वाले सिह से नीचे बहन े
वाले एकल-परि और दो-परि के िरल पदाथस की रैखखक स्थथरिा की जांच करने का प्रयास 
फकया िया है, जब या िो द्रव की सिह या िरल पदाथस की सिह और द्रव-द्रव इंटरिेस दोनों 
अघुलनशील पषृ्ठसफियकारक से आविृ फकए जािे हैं। 

थीमसस का पहला टहथसा एक फिसलन झुकाव वाले सिह के नीचे बहने वाले िरल पदाथस के 
रैखखक स्थथरिा ववश्लेषण से संबंगिि है जब द्रव की मुक्ि सिह अघुलनशील सिैक्टेंट की 
मोनो-परि द्वारा दवूषि होिी है। ऑर-सोमरिेल्ड समीकरण (OSE) वववेकािीन िरंि संख्याओ ं
के अतिसूक्ष्म ववके्षपों के मलए व्युत्पन्न है। कम रेनॉल््स संख्या में, OSE को लंबी-िरंि 
ववश्लेषण का उपयोि करके ववश्लेषणात्मक रूप से हल फकया जािा है, स्जससे पिा चलिा है 
फक न्यूनिम सीमा रेनॉल््स संख्या, फिसलन सिह की उपस्थथति में कम हो जािी है लेफकन 
एक अघुलनशील पषृ्ठसफियकारक की उपस्थथति में बढ़ जािी है। यह िथ्य दीवार की फिसलन 
के अस्थथर प्रभाव और लंबी-िरंि की सिह मोड पर अघुलनशील पषृ्ठसफियकारक के स्थथर 
प्रभाव को सुतनस्श्चि करिा है। इसके अलावा, चैबीशेव वणसिमीय ववखंडन ववगि रेनॉल््स संख्या 
के एक वववेकािीन मूल्य के मलए, या समकक्ष, िरंि संख्या के वववेकािीन मूल्य के मलए 
संख्यात्मक रूप से OSE से तनपटने के मलए लािू की जािी है। मध्यम रेनॉल््स संख्या में, 
दीवार फिसलन सिह मोड पर एक स्थथर प्रभाव टदखािी है, जो लंबी- िरंि पररणामों के ववपरीि 
है, जबफक अघुलनशील पषृ्ठसफियकारक सिह मोड पर एक स्थथर प्रभाव प्रदमशसि करिा है 
जैसा फक लंबी- िरंि पररणाम में होिा है। दसूरी ओर, उच्च रेनॉल््स संख्या में, दीवार फिसलन 
और अघुलनशील पषृ्ठसफियकारक दोनों ही अपरूपण मोड पर एक स्थथर प्रभाव प्रदमशसि करि े
हैं। इसके अलावा, यह टदखाया िया है फक झुकाव कोण पयासप्ि रूप से छोटा होने पर प्राथममक 
अस्थथरिा पर हावी होने के मलए सिह और अपरूपण मोड दोनों एक दसूरे के साथ प्रतिथपिास 
करिे हैं। इसके अलावा, सिह और अपरूपण मोड के क्षेत्र को अलि करने के मलए नए अवथथा 
सीमाओ ंकी पहचान की जािी है। 

 



थीमसस का दसूरा भाि एक झुकाव वाले सिह से नीचे बहने वाले िरल पदाथस के रैखखक 
स्थथरिा ववश्लेषण के अध्ययन से संबंगिि है, जब द्रव की मुक्ि सिह एक अघुलनशील 
पषृ्ठसफियकारक द्वारा आविृ की जािी है। ऑर-सोमरिेल्ड सीमा मूल्य समथया, चैबीशेव 
वणसिमीय ववगि के आिार पर संख्यात्मक रूप से िैयार और हल की िई है। दो सामतयक 
मोड, िथाकगथि सिह मोड और पषृ्ठसफियकारक मोड, लंबी-िरंि क्षेत्र में पाए जािे हैं। 
पषृ्ठसफियकारक मोड अस्थथर हो जािा है जब पेक्लेट संख्या अपने न्यूनिम सीमा मूल्य से 
अगिक हो जािी है। वाथिव में, पषृ्ठसफियकारक मोड की अस्थथरिा लिाए िए अपरूपण 
िनाव के कारण होिी है। ऊजास बजट ववश्लेषण भववष्यवाणी करिा है फक अतिसूक्ष्म ववके्षपों 
की ितिज ऊजास लिाए िए अपरूपण िनाव के साथ बढ़िी है। दसूरी ओर, संख्यात्मक पररणामों 
स ेपिा चलिा है फक सिह और पषृ्ठसफियकारक मोड दोनों को लिाए िए अपरूपण िनाव के 
मूल्य को बढ़ाकर अस्थथर फकया जा सकिा है। इसी िरह, यह प्रदमशसि फकया जािा है फक 
अपरूपण मोड लिाए िए िनाव की उपस्थथति में अगिक अस्थथर हो जािा है। हालांफक, इसे 
मुक्ि सिह पर अपरूपण अघुलनशील पषृ्ठसफियकारक को शाममल करके स्थथर फकया जा 
सकिा है। जाटहर है, ऐसा लििा है फक मागियम रेनॉल््स संख्या क्षेत्र में जड़िा पषृ्ठसफियकारक 
मोड में कोई भूममका नहीं तनभािी है। इसके अलावा, सिह और अपरूपण मोड के बीच प्रतिथपिास 
पर चचास की ियी है। 

अंि में, थीमसस का िीसरा टहथसा कई प्रवाह के मापदंडों की उपस्थथति में फिसलन झुकाव 
वाले सिह स े तनच्चे बहिे हुव ेएक पषृ्ठसफियकारक स ेलदे हुव ेदो-परि फिल्म के रैखखक 
स्थथरिा ववश्लेषण के ववथििृ अध्ययन के टदखािा है । चार मोड, िथाकगथि सिह मोड, 
इंटरफेस मोड, सिह पषृ्ठसफियकारक मोड और इंटरफेस पषृ्ठसफियकारक मोड, को लंबी-िरंि 
क्षेत्र में पहचाना िया है। यह पाया जािा है फक सिह पषृ्ठसफियकारक मोड हमेशा स्थथर होिा 
है, लेफकन इंटरफेस पषृ्ठसफियकारक मोड अस्थथर हो सकिा है अिर पके्लेट नंबर 𝑃𝑒2, जो 
इंटरिेमसयल पषृ्ठसफियकारक से संबंगिि है,  अपने न्यूनिम सीमा मूल्य से अगिक हो और 
𝑚𝑟 >  1, जहां िमशः 𝑚 और 𝑟, श्यानिा अनुपाि और घनत्व अनुपाि के प्रदमशसि करिे हों 
। इसके अलावा, लंबी-िरंि क्षेत्र में दीवार फिसलन को बढ़ाने स,े इंटरफेस मोड को स्थथर फकया 
जा सकिा है, लेफकन सिह मोड को अस्थथर फकया जा सकिा है जब 𝑚 < 1 । हालांफक, 
इंटरफेस और सिह मोड पर दीवार फिसलन का प्रभाव 𝑚 >  1 में पूरी िरह से ववपरीि होिा 
है। इसके अलावा, श्यानिा अनुपाि सिह मोड द्वारा उत्पन्न प्राथममक अस्थथरिा में एक दोहरी 
भूममका प्रदान करिा है, अथासि, यह न्यूनिम सीमा मूल्य के करीब एक स्थथर प्रभाव प्रदमशसि 
करिा है, लेफकन न्यूनिम सीमा मूल्य से दरू एक अस्थथर प्रभाव प्रदमशसि करिा है। हालांफक, 
सिह मोड के बारे में उपरोक्ि पररणाम पूरी िरह से ववपरीि हैं यटद श्यानिा अनुपाि के जिह 



घनत्व अनुपाि, या, मोटाई अनुपाि पररवतिसि होिा है। इसके अलावा, इंटरिेस पषृ्ठसफियकारक 
मोड को घनत्व अनुपाि, श्यानिा अनुपाि और मोटाई अनुपाि के परिमाण को बढ़ाकर स्थथर 
फकया जा सकिा है। इसके अलावा, अपरूपण मोड संख्यात्मक अनुकरण में टदखाई देिे हैं जब 
रेनॉल््स संख्या बहुि बड़ी होिी है और झुकाव कोण बहुि छोटा होिा है। तनचली द्रव परि के 
साथ जुड़े अपरूपण मोड को स्थथर फकया जा सकिा है, लेफकन ऊपरी िरल परि के साथ जुड़े 
अपरूपण मोड को श्यानिा अनुपाि के मूल्य में वदृ्गि करके अस्थथर फकया जा सकिा है। 
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