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Abstract

The central theme of this thesis is to examine the existence and multiplicity of weak solutions

to elliptic problems for a class of Choquard equations driven by local or nonlocal operators. In

recent decades, nonlocal partial differential equations have gained substantial attention due

to their diverse applications across numerous fields, including engineering, biology, physics,

and more. The thesis is divided into five chapters.

In Chapter 1, we offer a brief survey and establish the background for the study carried out

in the following chapters. Moreover, we outline the structure of the thesis and emphasize its

key contributions.

In Chapter 2, we investigate a class of critical Choquard nonlinearity characterized by a frac-

tional Laplacian operator and featuring a perturbation term. Depending on the nature of the

perturbation term, we analyze three Dirichlet boundary problems on a bounded domain and

obtain the existence and multiplicity results for these critical problems. For the singular per-

turbation term, we establish the existence result for a class of Kirchhoff-Choquard problems.

We obtain at least two positive weak solutions by employing appropriate minimization argu-

ments and approximating the perturbed problem obtained through truncation of the singular

term. We prove that each positive weak solution is bounded and satisfies Hölder’s regularity.

Next, we examine a class of Kirchhoff-Choquard problems with a regular subcritical per-

turbation term and obtain existence and multiplicity results using minimization arguments

and the mountain-pass theorem. Lastly, we investigate a problem with a perturbation term

consisting of sublinear and linear terms combined with critical Choquard nonlinearity, where

the nonlinearity term satisfies the Ambrosetti-Prodi condition.

Chapter 3 explores a more general class of Choquard equations characterized by subcritical

growth. Precisely, we investigate a non-autonomous problem governed by the p-Laplacian

operator with a Kirchhoff-coefficient on the entire domain RN . Due to the Kirchhoff term

and the subcritical growth of generalized Choquard nonlinearity, one can not directly apply

variational methods. Moreover, the absence of the conditions like Ambrosetti-Rabinowitz

and other assumptions, which help in establishing the geometric structure and boundedness

of Palais-Smale sequences, lead us to work on the Pohožaev manifold. Mainly, we obtain

the existence of positive high energy solutions for the non-autonomous problem. By utilizing

the polarization argument, we establish the radial symmetry of solutions for the autonomous

case, which is a topic of independent interest. Subsequently, employing the splitting lemma

and the linking theorem, we attain the solutions for the non-autonomous case.

In Chapter 4, we explore the study of the existence of positive solitary wave solutions for gen-

eralized quasilinear Schrödinger equations in RN . We develop this theory for non-autonomous

perturbations involving critical Choquard nonlinearity. Initially, we focus on the limiting case

and employ the concentration-compactness principle. This leads to the attainment of a posi-

tive radial solution, which is also a ground state solution. By utilizing the delicate estimates

concerning the critical Choquard term along with the critical level of the limiting functional,

we establish the existence of a positive solution for the problem.

v



vi Abstract

Chapter 5 of this thesis is dedicated to the exploration of Neumann problems involving critical

Choquard nonlinearity. We examine the homogeneous Neumann boundary condition and

attain a Brezis-Nirenberg type existence result. By assuming a suitable flatness condition on

the boundary, we determine sharp conditions for the existence and non-existence of positive

solutions to this class of problems. In order to demonstrate the existence of a solution, we

need an appropriate version of Cherrier’s inequality. We highlight that this extension is not

straightforward and is of independent interest. Furthermore, we utilize this inequality and

establish compactness of our Sobolev functional.



सार 

इस थीससस का कें द्रीय सिषय स्थानीय या गैर-स्थानीय ऑपरेटर ों द्वारा सोंचासित च क्वार्ड समीकरण ों के एक िगड के 

सिए अण्डाकार समस्याओों के कमज र समाधान ों के अस्तित्व और बहुिता की जाोंच करना है। हाि के दशक ों में, 

गैर-स्थानीय आोंसशक अोंतर समीकरण ों ने इोंजीसनयररोंग, जीि सिज्ञान, भौसतकी और अन्य ससहत कई के्षत् ों में अपने 

सिसिध अनुप्रय ग ों के कारण पयाडप्त ध्यान आकसषडत सकया है। थीससस पााँच अध्याय ों में सिभासजत है। 

अध्याय 1 में, हम एक सोंसक्षप्त सिेक्षण प्रिुत करते हैं और सनम्नसिस्तित अध्याय ों में सकए गए अध्ययन की पृष्ठभूसम 

स्थासपत करते हैं। इसके अिािा, हम थीससस की सोंरचना की रूपरेिा तैयार करते हैं और इसके प्रमुि य गदान ों 

पर ज र देते हैं। 

अध्याय 2 में, हम एक फै्रक्शनि िाप्लाससयन ऑपरेटर द्वारा सिशेषता और एक गड़बड़ी शब्द की सिशेषता िािे 

महत्वपूणड च क्वार्ड नॉनिाइनररटी के एक िगड की जाोंच करते हैं। गड़बड़ी शब्द की प्रकृसत के आधार पर, हम 

एक बोंधे हुए र् मेन पर तीन सर्ररचिेट सीमा समस्याओों का सिशे्लषण करते हैं और इन महत्वपूणड समस्याओों के 

सिए अस्तित्व और बहुिता पररणाम प्राप्त करते हैं। एकिचन गड़बड़ी शब्द के सिए, हम सकरचॉफ-च क्वार्ड 

समस्याओों के एक िगड के सिए अस्तित्व पररणाम स्थासपत करते हैं। हम उसचत नू्यनतमकरण तकों क  सनय सजत 

करके और एकिचन शब्द के काट-छाोंट के माध्यम से प्राप्त परेशान समस्या का अनुमान िगाकर कम से कम 

द  सकारात्मक कमज र समाधान प्राप्त करते हैं। हम सासबत करते हैं सक प्रते्यक सकारात्मक कमज र समाधान 

सीसमत है और ह ल्डर की सनयसमतता क  सोंतुष्ट करता है। 

इसके बाद, हम एक सनयसमत सबसिसटकि गड़बड़ी शब्द के साथ सकरचॉफ-च क्वार्ड समस्याओों के एक िगड की 

जाोंच करते हैं और नू्यनतमकरण तकों और माउोंटेन-पास प्रमेय का उपय ग करके अस्तित्व और बहुिता 

पररणाम प्राप्त करते हैं। अोंत में, हम एक गड़बड़ी शब्द के साथ एक समस्या की जाोंच करते हैं सजसमें उप-

रैस्तिक और रैस्तिक शब्द ों क  महत्वपूणड च क्वार्ड नॉनिाइनररटी के साथ ज ड़ा जाता है, जहाों नॉनिाइनररटी 

शब्द एम्ब्र सेटी-प्र र्ी स्तस्थसत क  सोंतुष्ट करता है। 

अध्याय 3 चॉक्वार्ड समीकरण ों के एक असधक सामान्य िगड की ि ज करता है ज  उप-महत्वपूणड सिकास की 

सिशेषता है। सटीक रूप से, हम सोंपूणड र् मेन आर^एन पर सकरचॉफ-गुणाोंक के साथ पी-िाप्लाससयन ऑपरेटर 

द्वारा सनयोंसत्त एक गैर-स्वायत्त समस्या की जाोंच करते हैं। सकरचॉफ शब्द और सामान्यीकृत च क्वार्ड गैर-

रैस्तिकता की उप-महत्वपूणड िृस्ति के कारण, क ई सीधे तौर पर पररितडनशीि तरीक ों क  िागू नही ों कर सकता 

है। इसके अिािा, एम्ब्र सेटी-रासबन सिटज़ और अन्य मान्यताओों जैसी स्तस्थसतय ों की अनुपस्तस्थसत, ज  सक पैिैस-

स्मािे अनुिम ों की ज्यासमतीय सोंरचना और सीमा क  स्थासपत करने में मदद करती है, हमें प ह ़ेि मैसनफ ल्ड 

पर काम करने के सिए पे्रररत करती है। मुख्य रूप से, हम गैर-स्वायत्त समस्या के सिए सकारात्मक उच्च-ऊजाड 

समाधान के अस्तित्व क  प्राप्त करते हैं। धु्रिीकरण तकड  का उपय ग करके, हम स्वायत्त मामिे के सिए समाधान 

की रेसर्यि समरूपता स्थासपत करते हैं, ज  स्वतोंत् रुसच का सिषय है। इसके बाद, सिभाजन प्रमेसयका और 

सिोंसकों ग प्रमेय का उपय ग करते हुए, हम गैर-स्वायत्त मामिे के समाधान प्राप्त करते हैं। 

अध्याय 4 में, हम R^N में सामान्यीकृत क्वासससिसनयर श्र सर्ोंगर समीकरण ों के सिए सकारात्मक एकान्त तरोंग 

समाधान ों के अस्तित्व के अध्ययन का पता िगाते हैं। हम इस ससिाोंत क  महत्वपूणड च क्वार्ड गैर-रैस्तिकता से 

जुडे़ गैर-स्वायत्त गड़बड़ी के सिए सिकससत करते हैं। प्रारोंभ में, हम सीसमत मामिे पर ध्यान कें सद्रत करते हैं और 

एकाग्रता-कॉमै्पक्टनेस ससिाोंत क  सनय सजत करते हैं। 

इससे एक सकारात्मक रेसर्यि समाधान की प्रास्तप्त ह ती है, ज  एक ग्राउोंर्-से्टट समाधान भी है। सीसमत 

कायाडत्मकता के महत्वपूणड िर के साथ-साथ महत्वपूणड च क्वार्ड शब्द से सोंबोंसधत नाजुक अनुमान ों का उपय ग 

करके, हम समस्या के सिए एक सकारात्मक समाधान के अस्तित्व क  स्थासपत करते हैं। 

 



इस थीससस का अध्याय 5 महत्वपूणड च क्वार्ड गैर-रैस्तिकता से जुड़ी नू्यमैन समस्याओों की ि ज के सिए समसपडत 

है। हम सजातीय नू्यमैन सीमा स्तस्थसत की जाोंच करते हैं और बे्रस़स-सनरेनबगड प्रकार के अस्तित्व पररणाम प्राप्त 

करते हैं। सीमा पर उपयुक्त समतिता की स्तस्थसत मानकर, हम समस्याओों के इस िगड के सकारात्मक समाधान ों 

के अस्तित्व और गैर-अस्तित्व के सिए तीव्र स्तस्थसतयााँ सनधाडररत करते हैं। सकसी समाधान के अस्तित्व क  प्रदसशडत 

करने के सिए, हमें चेररयर की असमानता के एक उपयुक्त सोंस्करण की आिश्यकता है। हम इस बात पर 

प्रकाश र्ािते हैं सक यह सििार सीधा नही ों है और स्वतोंत् सहत का है। इसके अिािा, हम इस असमानता का 

उपय ग करते हैं और हमारे स ब िेि कायाडत्मकता की कॉमै्पक्टनेस स्थासपत करते हैं। 
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List of Symbols

Symbol Meaning

R Set of real numbers.

N Set of natural numbers.

|A| Lebesgue measure of a set A ⊂ RN .

Bϵ(x) Ball of radius ϵ and centered at x ∈ RN .

∂Ω Boundary of Ω

C∞(Ω) Set of infinitely differentiable functions in Ω.

C∞
0 (Ω) Set of infinitely differentiable functions with compact support in Ω.

∥f∥Lp Norm of f in Lp.

u+ max{u, 0}.
u− max{−u, 0}
supp(u) Closure of the set {x : u(x) ̸= 0} in RN .

RN
+ {x ∈ RN : xN > 0}.

∗ the standard convolution operator.

∆ Laplacian.

∆p p-Laplacian.

H−1(Ω) Dual space of H1
0 (Ω).

∥ · ∥∗ Norm in dual space.

H1
0 (Ω) Closure of C∞

0 (Ω) in H1(Ω).
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