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Abstract

In this thesis, we investigate the M -elliptic pseudo-differential operators and Fourier in-

tegral operators. M -elliptic pseudo-differential operators extend the concept of elliptic

operators to more general contexts in which the classical concept of ellipticity may be

inadequate or unsuitable. They offer a framework to study and solve quasi-elliptic equa-

tions in more complex or generalized contexts. M -ellipticity is frequently relevant in the

examination of partial differential equations that do not satisfy classical ellipticity in the

investigation of boundary value problems on general manifolds.

Fourier Integral Operators (FIOs) are a type of linear operator that extends the concept

of differential operators by integrating integral transforms. They are important in the

study of partial differential equations (PDEs), as well as harmonic and microlocal analysis.

Fourier Integral Operators are very useful for addressing oscillatory integral problems and

serve as a link between diverse branches of mathematics and physics.

As an introduction, Chapter 1 gives background information and the state of the study,

which will be explored in subsequent chapters. We also provide an outline of the thesis’s

structure and highlight our key contributions. In Chapter 2, we examine theM -ellipticity

of Fredholm pseudo-differential operators linked to weighted symbols on Lp(Rn), with

1 < p <∞. We additionally prove G̊arding’s inequality for M -elliptic pseudo-differential

operators and for the hybrid class of pseudo-differential operators, namely SG M -elliptic

operators. Next, we show a version of Gohberg’s lemma for pseudo-differential operators

with a weighted SGM -symbol. By using Gohberg’s lemma, we establish a condition that

is both necessary and sufficient for SG pseudo-differential operators to be compact when

mapping from L2(Rn) to L2(Rn) with symbols belong to the classM0,0
ρ,Λ. As an application,
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we demonstrate the existence and uniqueness of initial value problems for parabolic equa-

tions. In Chapter 3, we explore the elements of symbolic calculus for pseudo-differential

operators linked to the weighted symbol class Mm
ρ,Λ(T × Z). This involves developing

formulas for asymptotic sums, composition, adjoint, and transpose. We additionally es-

tablish the parametrix for M -elliptic pseudo-differential operators on T. We also present

a version of Gohberg’s lemma for pseudo-differential operators in the weighted symbol

class M0
ρ,Λ(T× Z). As a result, we give a necessary and sufficient condition to guarantee

the compactness of the related pseudo-differential operator on the space L2(T). Finally,

we show G̊arding’s and Sharp G̊arding’s inequality for M -elliptic discrete and periodic

pseudo-differential operators, respectively. In addition, we apply these inequalities to find

strong solutions to the pseudo-differential equation Tσu = f in the Hilbert space L2 (T) .

In Chapter 4, we investigate M -elliptic pseudo-differential operators in the framework of

non-harmonic analysis of boundary value problems on a manifold Ω with boundary ∂Ω.

We specifically analyze a weighted L-symbol class, represented as Mm
ρ,0,Λ, where m ∈ R.

We construct formulas for the composition, adjoint, transpose, and parametrix. Further-

more, we analyze the minimal and maximal expansions forM -elliptic pseudo-differential

operators and prove their equivalence when the symbol σ ∈ Mm
ρ,0,Λ is M -elliptic. We

then provide a condition necessary and sufficient to identify if the pseudo-differential

operators Tσ, whose symbols belong to the L-symbol class M0
ρ,0,Λ are compact opera-

tors in L2(Ω) or Riesz operators in Lp(Ω). In the context of non-harmonic setting, we

finally derive G̊arding’s inequality for pseudo-differential operators connected to symbols

from the class M0
ρ,0,Λ. In Chapter 5, we examine the wave equation for the Schrödinger

operator on Rn, represented as H0 := −∆ + V , where ∆ is the conventional Laplacian

and V is a multiplication operator. Following the work of Colombini, De Giorgi, and

Spagnolo, we establish the well-posedness of the Cauchy problem with regular coeffi-

cients in the corresponding Sobolev spaces. Additionally, we demonstrate that when the

propagation speed is Hölder continuous or possesses a higher degree of regularity, the

problem is well-posed in Gevrey spaces. Moreover, we demonstrate that it is very weakly

well-posed when the coefficients possess a distributional singularity. In Chapter 6, we

investigate the behavior of multilinear Fourier integral operators in weighted modula-

tion spaces. We use Gabor frame theory to investigate the boundedness of multilinear
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Fourier integral operators on weighted modulation spaces. Furthermore, we examine at

the periodic multilinear Fourier integral operator. Finally, we investigate the continuity

of bilinear pseudo-differential operators on modulation spaces for specific symbol classes,

particularly the SG class.
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सार 
 

इस	थीिसस	में,	हम	$M$-अण्डाकार	छद्म-अंतर	ऑपरटेरों	और	फूिरयर	इंटीग्रल	ऑपरटेरों	की	जांच	करत	ेहैं।	$M$-अण्डाकार	

छद्म-िवभेदक	ऑपरटेर	 अण्डाकार	ऑपरटेरों	 की	 अवधारणा	 को	 अिधक	 सामान्य	 संदभोर्ं	 तक	 िवस्तािरत	 करत	े हैं	 िजसमें	

अण्डाकारता	की	शास्त्रीय	अवधारणा	अपयार्प्त	या	अनुपयुक्त	हो	सकती	ह।ै	वे	अिधक	जिटल	या	सामान्यीकृत	संदभोर्ं	में	अधर्-

अण्डाकार	समीकरणों	का	अध्ययन	और	समाधान	करन	ेके	िलए	एक	रूपरखेा	प्रदान	करत	ेहैं।	$M$-अण्डाकारता	आंिशक	अंतर	

समीकरणों	की	जांच	में	अक्सर	प्रासंिगक	होती	ह	ैजो	सामान्य	मैिनफोल्ड	पर	सीमा	मूल्य	समस्याओ	ंकी	जांच	में	शास्त्रीय	

अण्डाकारता	को	संतुष्ट	नहीं	करती	ह।ै 

फूिरयर	 इंटीग्रल	ऑपरटेसर्	 (एफआईओ)	 एक	 प्रकार	 के	 लीिनयर	ऑपरटेर	 हैं	 जो	 इंटीग्रल	 ट्रांसफॉमर्	 को	 एकीकृत	 करके	

िडफरेंिशयल	ऑपरटेसर्	की	अवधारणा	का	िवस्तार	करत	ेहैं।	व	ेआंिशक	अंतर	समीकरणों	(पीडीई)	के	अध्ययन	के	साथ-साथ	

हामोर्िनक	और	माइक्रोलोकल	िवश्लेषण	में	महत्वपूणर्	हैं।	फूिरयर	इंटीग्रल	ऑपरटेसर्	ऑिसलेटरी	इंटीग्रल	समस्याओ	ंको	संबोिधत	

करन	ेके	िलए	बहुत	उपयोगी	हैं	और	गिणत	और	भौितकी	की	िविभन्न	शाखाओ	ंके	बीच	एक	कड़ी	के	रूप	में	काम	करत	ेहैं।	

एक पिरचय के रूप में, अध्याय:1 पृष्ठभूिम की जानकारी और अध्ययन की िस्थित देता ह,ै िजस ेबाद के अध्यायों में खोजा 

जाएगा। हम थीिसस की संरचना की रूपरखेा भी प्रदान करते हैं और हमार ेप्रमुख योगदानों पर प्रकाश डालत ेहैं। अध्याय:2 में, 

हम L^p(R^n) पर भािरत प्रतीकों स ेजुड़े फे्रडहोम छद्म-अंतर ऑपरटेरों की $M$-अण्डाकारता की जांच करत ेहैं, $1 < p 

<∞$. हम अितिरक्त रूप स े$M$-अण्डाकार छद्म-अंतर ऑपरटेरों के िलए और छद्म-अंतर ऑपरटेरों के संकर वगर्, अथार्त ्SG 

$M$-अण्डाकार ऑपरटेरों के िलए G\r{a}rding की असमानता को सािबत करत ेहैं। इसके बाद, हम भािरत SG $M$-प्रतीक 

के साथ छद्म-िवभेदक ऑपरटेरों के िलए गोहबगर् की लेम्मा का एक संस्करण िदखात ेहैं। गोहबगर् के लेम्मा का उपयोग करके, 

हम एक ऐसी िस्थित स्थािपत करत ेहैं जो $L^2(R^n) से $L^2(R^n) तक मैप करते समय एसजी छद्म-िवभेदक ऑपरटेरों के 

कॉम्पैक्ट होन ेके िलए आवश्यक और पयार्प्त दोनों ह।ै R^n प्रतीकों के साथ वगर् $M_{\rho,\Lambda}^{0,0}$ स ेसंबंिधत 
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ह।ै एक अनुप्रयोग के रूप में, हम परवलियक समीकरणों के िलए प्रारिंभक मूल्य समस्याओ ंके अिस्तत्व और िविशष्टता को 

प्रदिशर् त करत ेहैं। अध्याय:3 में, हम भािरत प्रतीक वगर् $M_{\rho, \Lambda}^m(T\times Z) से जुड़े छद्म-अंतर ऑपरटेरों 

के िलए प्रतीकात्मक कैलकुलस के तत्वों का पता लगात ेहैं। इसमें एिसम्प्टोिटक योग, संरचना, जोड़ और स्थानान्तरण के िलए 

सूत्र िवकिसत करना शािमल ह।ै हम अितिरक्त रूप से $T$ पर $M$-अण्डाकार छद्म-अंतर ऑपरटेरों के िलए पैरामीिट्रक्स 

स्थािपत करत ेहैं।हम भािरत प्रतीक वगर् $M_{\rho, \Lambda}^0(T\times Z)$ में छद्म-िवभेदक ऑपरटेरों के िलए गोहबगर् 

के लेम्मा का एक संस्करण भी प्रस्तुत करत ेहैं। पिरणामस्वरूप, हम $L^2(T)$ स्थान पर संबंिधत छद्म-िवभेदक ऑपरटेर की 

कॉम्पैक्टनेस की गारटंी के िलए एक आवश्यक और पयार्प्त शतर् देत ेहैं। अंत में, हम क्रमशः $M$-अण्डाकार असतत और 

आविधक छद्म-अंतर ऑपरटेरों के िलए G\r{a}rding और तीव्र G\r{a}rding की असमानता िदखात ेहैं। इसके अलावा, हम 

िहल्बटर् स्पेस $L^{2}(T).$ में छद्म-अंतर समीकरण $T_{\sigma} u=f$ के मजबूत समाधान खोजन े के िलए इन 

असमानताओ ंको लाग ूकरत ेहैं। अध्याय:4 में, हम सीमा $\आंिशक \Omega$ के साथ कई गुना $\Omega$ पर सीमा मूल्य 

समस्याओ ंके गैर-हामोर्िनक िवश्लेषण के ढांच ेमें $M$-अण्डाकार छद्म-अंतर ऑपरटेरों की जांच करत ेहैं। हम िवशेष रूप स े

एक भािरत $L$-प्रतीक वगर् का िवश्लेषण करत ेहैं, िजस े$M_{\rho, 0, \Lambda}^{m}$ के रूप में दशार्या जाता ह,ै जहा ं

$m \in \mathbb{R}$। हम रचना, जोड़, स्थानान्तरण और पैरामीिट्रक्स के िलए सूत्र बनात ेहैं। इसके अलावा, हम $M$-

अण्डाकार छद्म-अंतर ऑपरटेरों के िलए न्यूनतम और अिधकतम िवस्तार का िवश्लेषण करत ेहैं और जब प्रतीक $\sigma\in 

M_{\rho, 0, \Lambda}^{m}$ $M$ होता ह ैतो उनकी तुल्यता सािबत करत ेहैं। -अण्डाकार. िफर हम यह पहचानन ेके 

िलए आवश्यक और पयार्प्त शतर् प्रदान करत े हैं िक क्या छद्म-िवभेदक ऑपरटेर $T_{\sigma}$ हैं, िजनके प्रतीक 

$\mathfrak{L}$-प्रतीक वगर् $M^{0}_{\rho, 0,\Lambda} स ेसंबंिधत हैं। $L^{2}(\Omega)$ में कॉम्पैक्ट ऑपरटेर हैं 

या $L^{p}(\Omega) में Riesz ऑपरटेर हैं। गैर-हामोर्िनक सेिटंग के संदभर् में, हम अंततः वगर् $M_{\rho, 

0,\Lambda}^{0}$ के प्रतीकों स ेजुड़े छद्म-अंतर ऑपरटेरों के िलए G\r{a}rding की असमानता प्राप्त करते हैं। अध्याय:5 

में, हम $R^{n}$ पर श्रोिडंगर ऑपरटेर के िलए तरगं समीकरण की जांच करत ेहैं, िजस े$H_{0}:=-\Delta+V$ के रूप में 

दशार्या जाता ह।ै, जहा ं$\Delta$ पारपंिरक लाप्लािसयन ह ैऔर $V$ एक गुणन ऑपरटेर ह।ै कोलंिबनी, डी िजयोगीर् और 
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स्पैग्नोलो के काम के बाद, हम संबंिधत सोबोलेव स्थानों में िनयिमत गुणांक के साथ कॉची समस्या की अच्छी तरह स ेस्थािपतता 

स्थािपत करत ेहैं। इसके अितिरक्त, हम यह प्रदिशर् त करत ेहैं िक जब प्रसार की गित स ेअिधक िनरतंर होती ह ैया उच्च स्तर की 

िनयिमतता रखती ह,ै तो समस्या को गेव्र ेस्थानों में अच्छी तरह स ेप्रस्तुत िकया जाता ह।ै इसके अलावा, हम प्रदिशर् त करत ेहैं 

िक यह बहुत कमजोर रूप स ेअच्छी तरह स ेप्रस्तुत िकया जाता ह ैजब गुणांकों में एक िवतरणात्मक िवलक्षणता होती ह।ै 

अध्याय:6 में, हम भािरत मॉड्यूलेशन स्थानों में बहुरखेीय फूिरयर इंटीग्रल ऑपरटेरों के व्यवहार की जांच करत ेहैं। हम भािरत 

मॉड्यूलेशन स्थानों पर बहुरखेीय फूिरयर इंटीग्रल ऑपरटेरों की सीमा की जांच करन ेके िलए गैबोर फे्रम िसद्धांत का उपयोग 

करत ेहैं। इसके अलावा, हम आविधक बहुरखेीय फूिरयर इंटीग्रल ऑपरटेर की जांच करत ेहैं। अंत में, हम िविशष्ट प्रतीक वगोर्ं, 

िवशेष रूप स े$SG$ वगर् के िलए मॉड्यूलेशन स्थानों पर िद्वरखेीय छद्म-िवभेदक ऑपरटेरों की िनरतंरता की जांच करते हैं। 

x



Contents

Certificate i

Acknowledgements iii

Abstract v

List of Symbols xv

1 Introduction 1

1.1 Organization of the thesis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.1.1 M -ellipticity of Fredholm pseudo-differential operators on Lp(Rn)

and G̊arding’s inequality . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.1.2 Weighted periodic and discrete pseudo-differential operators . . . 10

1.1.3 Non-harmonic M -elliptic pseudo-differential operators on manifolds 11

1.1.4 Wave equation with Schrödinger operator . . . . . . . . . . . . . . 12

1.1.5 Multilinear Fourier integral operators on modulation spaces . . . 12

2 M-ellipticity of Fredholm pseudo-differential operators on Lp(Rn) and

G̊arding’s inequality 15

2.1 Preliminaries . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2.2 M -Ellipticity of Fredholm Pseudo-Differential Operators . . . . . . . . . 22

2.3 G̊arding’s Inequality for M -Elliptic and SG M -Elliptic operators . . . . . 28

2.4 Compact SG M -Elliptic Pseudo-Differential Operators . . . . . . . . . . 46

2.5 Well-posedness of the parabolic equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

xi



3 Weighted periodic and discrete pseudo-differential operators 57

3.1 Preliminaries . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

3.2 Symbolic calculus and parametrix for Mm
ρ,Λ(T× Z) . . . . . . . . . . . . 61

3.3 Compact M -elliptic pseudo-differential operators . . . . . . . . . . . . . . 68

3.4 G̊arding’s and Sharp G̊arding’s inequalities on T and Z . . . . . . . . . . 80

3.5 Applications . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

4 Non-harmonic M-elliptic pseudo-differential operators on manifolds 85

4.1 Basics of Non-Harmonic Analysis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

4.1.1 Test functions for L . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

4.1.2 L-Fourier transform . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

4.1.3 L-Convolution, Plancherel formula and Sobolev space . . . . . . . 92

4.1.4 L-admissible, L-quantization and full symbols . . . . . . . . . . . 95

4.1.5 Difference operator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101

4.1.6 Symbolic calculus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

4.2 Weighted L-Symbol Classes and M -elliptic pseudo-differential operators . 105

4.3 Minimal and maximal extension operators . . . . . . . . . . . . . . . . . 118

4.4 Gohberg’s lemma, Compact operators and Riesz operators . . . . . . . . 124

4.5 The G̊arding’s inequality . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130

5 Non-harmonic analysis of the wave equation for Schrödinger operators

with complex potential 137

5.1 Main results . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139

5.2 Preliminaries: Non-harmonic analysis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141

5.2.1 H-Fourier transform . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143

5.2.2 Plancherel formula and Sobolev spaces . . . . . . . . . . . . . . . 145

5.3 Proofs of the main results . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147

5.4 Very weak solutions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 161

6 Multilinear Fourier integral operators on modulation spaces 175

6.1 Preliminaries . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 177

6.1.1 Modulation spaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 177

xii



6.1.2 Gabor frames . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 181

6.2 Multilinear Fourier integral operators on Rn . . . . . . . . . . . . . . . . 182

6.3 Boundedness of multilinear Fourier integral operators . . . . . . . . . . . 188

6.4 Multilinear Fourier integral operators on Tn . . . . . . . . . . . . . . . . 192

6.5 Continuity of bilinear pseudo-differential operators . . . . . . . . . . . . 195

Conclusion and Future research 201

References 203

List of Publications 221

Curriculum Vitae 223

xiii



List of Symbols

Symbol Meaning

R Set of Real numbers

Z Set of integers

T one-dimensional torus

Rn n-dimensional Cartesian Product of R

Zn n-dimensional lattice

Tn n-dimensional torus

∈ Belongs to

S (Rn) Schwartz space of rapidly decreasing functions on Rn

S (Zn) Schwartz space of rapidly decreasing functions on Zn

Ω Smooth n-dimensional manifold

∂Ω Boundary of Ω

I Subset of Zk for some k ≥ 1

xv



L Differential operator of order m with smooth bounded co-

efficients in Ω

Φ Real-valued phase function

xvi


