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Abstract

In this thesis, we study the classical problem of multicommodity flow and cuts. In multicommod-

ity flow problems, we are typically given an edge capacitated graph (called the supply graph)

and a number of source-sink pairs. The graph formed by joining the respective source-sink pairs

is called the demand graph. The objective is to route flow between the source-sink pairs without

violating the edge capacities. A flow is integral if each path carries an integer flow. A flow is

half-integral if the flow carried by each path is an integer multiple of half.

In sum multicommodity flow, we seek to find a flow that maximizes the total flow routed

between the source-sink pairs. A set of edges whose removal disconnects all the source-sink

pairs is called a multicut. The value of a multicut is at least the value of the sum-multicommodity

flow, and the ratio of the minimum multicut to the maximum (integral/half-integral) sum

multicommodity flow is called the (integral/half-integral) multiflow-multicut gap.

We prove a half-integral multiflow-multicut gap of 2 when the union of the supply and the

demand graph is planar. To prove this result, we make an interesting connection of multicut in

such instances to a connectivity augmentation problem. We also give a sequence of instances

where the half-integral multiflow-multicut gap approaches 2, showing that our result is tight. We

then go on to give an algorithm for computing an integral flow of value at least half the value of

the half-integral flow, which implies an integral multiflow-multicut gap of 4 for such instances.

In demand multicommodity flow problem, we are given a demand value for each source-sink

pair. The objective is to find a feasible routing of all the demands if possible; otherwise, give a

proof that such a routing does not exist. A necessary condition for routing the demands is as

follows: the total capacity of the supply edges across any cut should be at least the total value of

demand edges across it. This is known as the cut-condition. The cut-condition is also sufficient

when the supply graph is a tree, outerplanar, etc., but in general, it is not. The following is a

natural relaxation of the cut-condition: across every cut, the total supply is at least c times the

total demand, for some c > 1. The minimum value of c, which implies the existence of a feasible

flow, is called the flow-cut gap of the instance. The minimum c, which implies the existence of



an integral flow, is called the integral flow-cut gap of the instance.

It is known that the flow-cut gap for the series-parallel graphs is exactly 2. Chekuri et al.

showed that the integral flow-cut gap for series-parallel graphs is at most 5 and conjectured

that it is at most 2. We make progress on this conjecture by showing a tight integral flow-cut

gap of 2 when the demand graph has a special levelled structure. These instances capture the

”hard” instances used to prove a lower bound of 2 for the flow-cut gap and turn out to be quite

challenging. We make an interesting connection with matching in general graphs to prove our

results.

Okamura-Seymour showed that the cut-condition is sufficient when all the source-sink pair

lie on one face of the planar graph. Seymour showed that if the union of the supply and the

demand graph is planar, then the cut-condition is again sufficient. We consider a common

generalization of the two settings: any source-sink pair lies on one of the faces of the planar

graph. We prove an upper bound of 3 on the flow-cut gap when the sources and sinks on a face

are contiguous. We use this result to prove a flow-cut gap of O(log t) when the sources and

sinks on a face may not be contiguous, where t is the maximum number of source/sink vertices

on any face. We come up with a new notion of approximating demands on a face by a convex

combination of non-crossing demands to prove our result.



                         सार 
 

इस थीहसस में,  म बहु-वसु्त प्रवा  और कटौती की शास्त्रीय समस्या का अध्ययन करते  ैं। बहु-वसु्त प्रवा  

समस्याओिं में,  में आम तौर पर एक एज कैपेहसटेटेड ग्राफ (आपूहति ग्राफ क ा जाता  ै) और कई स्रोत-हसिंक जोडे 

हदए जाते  ैं। सिंबिंहित स्रोत-हसिंक युग्ोिं को हमलाने से बनने वाले ग्राफ को मािंग ग्राफ क ा जाता  ै। इसका उदे्दश्य 

एज कैपेहसटी का उल्लिंघन हकए हबना सोसि-हसिंक पेयर के बीच फ्लो को रूट करना  ै। एक प्रवा  अहिन्न  ै यहद 

प्रते्यक पथ में एक पूर्ाांक प्रवा   ोता  ै। एक प्रवा  आिा-अहिन्न  ोता  ै यहद प्रते्यक पथ द्वारा हकया गया प्रवा  

आिा का पूर्ाांक गुर्क  ो। 

 

सिंके्षप में बहु-वसु्त प्रवा  में,  म एक ऐसा प्रवा  खोजना चा ते  ैं जो स्रोत-हसिंक जोडे के बीच कुल प्रवा  को 

अहिकतम करता  ै। हकनारोिं का एक सेट हजसका हनष्कासन सिी स्रोत-हसिंक जोडे को हडस्कनेक्ट करता  ै उसे 

मल्टीकट क ा जाता  ै। मल्टीकट का मान कम से कम योग-मल्टीकमोहडटी फ्लो का मान  ोता  ै, और नू्यनतम 

मल्टीकट का अहिकतम (पूर्ाांक/आिा-पूर्ाांक) योग और मल्टीकॉमोहडटी फ्लो के अनुपात को (पूर्ाांक/आिा-

पूर्ाांक) मल्टीफ्लो-मल्टीकट अिंतराल क ा जाता  ै । 

 

जब आपूहति और मािंग ग्राफ का हमलन समतल  ोता  ै, तो  म 2 का अिि-अहिन्न बहुप्रवा -मल्टीकट अिंतर साहबत 

करते  ैं। इस पररर्ाम को साहबत करने के हलए,  म ऐसे मामलोिं में कनेक्टक्टहवटी वृक्टि समस्या के हलए मल्टीकट 

का एक हदलचस्प कनेक्शन बनाते  ैं।  म ऐसे उदा रर्ोिं का एक क्रम िी देते  ैं ज ािं अिि-अहिन्न बहुप्रवा -

मल्टीकट अिंतर 2 के करीब पहुिंचता  ै, य  दशािता  ै हक  मारा पररर्ाम तिंग  ै। हफर  म आिे-अहिन्न प्रवा  के 

मूल्य के कम से कम आिे मूल्य के एक अहिन्न प्रवा  की गर्ना के हलए एक एल्गोररथ्म देते  ैं, हजसका अथि  ै हक 

ऐसे उदा रर्ोिं के हलए 4 का एक अहिन्न बहु-प्रवा -मल्टीकट अिंतर। 

 

मािंग बहु-वसु्त प्रवा  समस्या में,  में प्रते्यक स्रोत-हसिंक जोडी के हलए एक मािंग मूल्य हदया जाता  ै। इसका उदे्दश्य 

यहद सिंिव  ो तो सिी मािंगोिं का एक व्यव ायि मागि खोजना  ै; अन्यथा, इस बात का प्रमार् दें  हक ऐसी रूहटिंग 

मौजूद न ी िं  ै। मािंगोिं को पूरा करने के हलए एक आवश्यक शति इस प्रकार  ै: हकसी िी कट में आपूहति हकनारोिं की 

कुल क्षमता कम से कम उस पर मािंग हकनारोिं का कुल मूल्य  ोना चाह ए। इसे कट-किं डीशन के रूप में जाना 

जाता  ै। कटौती की क्टथथहत िी पयािप्त  ै जब आपूहति ग्राफ एक पेड, बा री तल, आहद  ै, लेहकन सामान्य तौर पर, 

ऐसा न ी िं  ै। हनम्नहलक्टखत कट-शतों में एक स्वािाहवक छूट  ै: प्रते्यक कटौती के दौरान, कुल आपूहति कुछ c >1 के 

हलए कुल मािंग का कम से कम c गुना  ै। c का नू्यनतम मान, जो एक व्यव ायि प्रवा  के अक्टस्तत्व को दशािता  ै, 

इिंस्टेंस का फ्लो-कट गैप क लाता  ै। नू्यनतम c, जो एक अहिन्न प्रवा  के अक्टस्तत्व को दशािता  ै, इिंस्टेंस का 

इिंटीग्रल फ्लो-कट गैप क लाता  ै। 

 

य  ज्ञात  ै हक शृ्िंखला-समानािंतर ग्राफ़ के हलए फ्लो-कट गैप हबलु्कल 2  ै। चेकुरी एट अल। ने हदखाया हक 

शृ्िंखला-समानािंतर ग्राफ़ के हलए इिंटीग्रल फ्लो-कट गैप अहिकतम 5  ै और य  अनुमान लगाया गया  ै हक य  

अहिकतम 2  ै।  म इस अनुमान पर प्रगहत करते  ैं, जब हडमािंड ग्राफ में एक हवशेष 2 का एक तिंग इिंटीग्रल फ्लो-

कट गैप  ोता  ै। समतल सिंरचना। ये उदा रर् फ्लो-कट गैप के हलए 2 की हनचली सीमा साहबत करने के हलए 



उपयोग हकए जाने वाले "कहिन" उदा रर्ोिं को पकडते  ैं और काफी चुनौतीपूर्ि  ो जाते  ैं।  म अपने पररर्ामोिं 

को साहबत करने के हलए सामान्य ग्राफ़ में हमलान के साथ एक हदलचस्प सिंबिंि बनाते  ैं। 

 

ओकामुरा-सीमोर ने हदखाया हक कट-किं डीशन पयािप्त  ै जब सिी स्रोत-हसिंक जोडी प्लानर ग्राफ के एक चे रे पर 

 ै। सीमोर ने हदखाया हक यहद आपूहति और मािंग ग्राफ का हमलन समतल  ै, तो कट-किं डीशन हफर से पयािप्त  ै। 

 म दो सेहटिंग्स के एक सामान्य सामान्यीकरर् पर हवचार करते  ैं: कोई िी स्रोत-हसिंक जोडी प्लानर ग्राफ के हकसी 

एक चे रे पर क्टथथत  ोती  ै।  म फ्लो-कट गैप पर 3 की ऊपरी सीमा साहबत करते  ैं जब एक चे रे पर स्रोत और 

हसिंक सहन्नह त  ोते  ैं।  म इस पररर्ाम का उपयोग O(log t) के फ्लो-कट गैप को साहबत करने के हलए करते  ैं, 

जब हकसी चे रे पर स्रोत और हसिंक सहन्नह त न ी िं  ो सकते  ैं, ज ािं t हकसी िी चे रे पर स्रोत/हसिंक हशखर की 

अहिकतम सिंख्या  ै।  म अपने पररर्ाम को साहबत करने के हलए गैर-क्रॉहसिंग मािंगोिं के उत्तल सिंयोजन द्वारा चे रे 

पर अनुमाहनत मािंगोिं की एक नई िारर्ा के साथ आते  ैं। 
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