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Abstract

Integro-differential equations containing non-local operators (fractional operators and integrals) can

be characterized as an extended form of the classical integro-differential equations. Similarly, dif-

ferential equations containing non-local operators (fractional operators) can be characterized as an

extended form of classical differential equations. The word stochastic comes because, sometimes,

many random perturbations come from many sources; we cannot ignore them and must incorporate

them into the integro-differential and differential equations containing non-local operators. Incorpo-

rating these terms produces stochastic integro-differential equations and stochastic differential equa-

tions containing non-local operators. There are two types of problems, forward and inverse, regard-

ing stochastic integro-differential equations and differential equations containing non-local operators

discussed in this thesis. In the forward problems, due to the complex nature of stochastic integro-

differential/differential equations containing non-local operators, it is only sometimes possible to ob-

tain the analytical solutions of these equations. Therefore, accurate and efficient numerical methods

and data-driven approach are required to solve them. On the other hand, for inverse problems, it is

not always possible to obtain these equations with the help of available information. Therefore, effi-

cient methods are required to solve inverse problems using the available information (data and some

physics).

In this thesis, we are concerned with the stochastic fractional integro-differential equation (Ca-

puto fractional derivative, Volterra integral, and Ito integral as non-local operators), the variable order

stochastic fractional integro-differential equation (variable order Caputo fractional derivative, Volterra

integral, and Ito integral as non-local operators), the stochastic space fractional diffusion equation

(Riesz fractional derivative as a non-local operator), and linear and non-linear time fractional differ-

ential equations (Caputo fractional derivative as a non-local operator) for forward problems. We con-

sidered linear and non-linear time fractional differential equations and stochastic fractional integro-

differential equation for inverse problems.
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vi ABSTRACT

The high-order polynomial approximation methods are numerically unstable. To overcome this

problem, we develop a wavelet collocation method to solve stochastic fractional integro-differential

equation based on orthogonal polynomials (Legendre polynomials) and operational matrices. Find-

ing the operational matrices of fractional derivatives and integrals for the Legendre wavelet without

using other functions is difficult. Therefore, the block pulse functions are used to find the Legen-

dre wavelet’s operational matrices. Moreover, we discuss the different types of approximation errors

present in the numerical method and provide some examples to demonstrate the applicability of the

numerical method. Results are compared with the existing literature for the stochastic fractional

integro-differential equation. We introduce one of the approximation errors using the block pulse

function for finding the operational matrices. Therefore, the operational matrices have been derived

without introducing approximation error for the Legendre wavelet at a later stage. Moreover, the Leg-

endre wavelet collocation method is proposed to solve the stochastic fractional integro-differential

equation. The convergence analysis of the proposed numerical method is discussed, and illustra-

tive examples are included to demonstrate the applicability of the proposed method. We have also

compared the numerical results with some existing numerical methods to show the superiority of the

proposed method.

We also encounter fractional orthogonal polynomials in the literature, which have one additional

degree of freedom compared to the classical orthogonal polynomials. Moreover, fractional deriva-

tives and integral of fractional orthogonal polynomials are again fractional orthogonal polynomials.

Because of the abovementioned advantage, one may get better accuracy with the low-degree approx-

imation with the fractional orthogonal polynomials. Thus, we discuss how to generate the fractional

orthogonal polynomials with respect to general weight functions and develop a spectral collocation

method for the stochastic fractional integro-differential equation based on one of the fractional orthog-

onal polynomials, which are the Müntz-Legendre polynomials (orthogonal with respect to unit weight

function) with the help of operational matrices. However, due to the additional parameter, there are

uncountable choices of approximation space for fixed degrees or orders of the Müntz-Legendre poly-

nomials. Therefore, an algorithm is proposed with the help of differential evolution to find the pa-

rameter for which we get the best approximation results. The convergence analysis of the proposed

numerical method is discussed, and examples are provided to demonstrate the applicability of the

numerical method. Further, using a modified least squares method, we apply fractional orthogonal

polynomials to some test examples for the comparative study over the Müntz-Legendre polynomials.

Various real world phenomena cannot be described by integro-differential equations contain-

ing constant order fractional derivatives. Therefore, a variable order stochastic fractional integro-

differential equation is proposed. Using the Banach contraction principle, we prove the existence and



vii

uniqueness of the solution to the considered problem. Moreover, due to the unavailability of the exact

solution to the considered problem in many cases, we also developed a spectral collocation method

based on the Müntz-Legendre polynomials. Further, the numerical method’s accuracy and efficiency

are demonstrated through some test experiments. Moreover, the advantage of the variable order model

over the constant order model is shown through a real world example of mathematical finance.

We have considered differential equations containing non-local operators with respect to spatial

variables (stochastic space fractional diffusion equation). Finite difference schemes are one of the old-

est and most well-established techniques for the numerical solution of partial differential equations,

and the scarcity of work regarding numerical methods for the considered problem in the literature.

Therefore, we develop a stochastic version of finite difference methods (explicit and implicit) for the

considered problem. Due to non-local operators, proving the consistency, stability, and convergence

of the developed stochastic version of finite difference methods is very challenging. The consistency,

stability, and convergence of the developed numerical methods are proved in the mean square sense.

The accuracy and efficiency of the proposed numerical methods are investigated through test exam-

ples.

Finally, we develop a data-driven approach for forward problems (solving differential equations)

containing non-local operators. For the forward problems, the time fractional differential equations

(time fractional Burgers and diffusion equations) and stochastic fractional integro-differential equa-

tions are considered. A non-local physics informed neural network is proposed for solving such

problems, which is a deep learning framework. Test examples are used to investigate the accuracy

and efficiency of the proposed method. Moreover, we develop a data-driven approach for inverse

problems (learning differential equations) containing non-local operators. The methodologies are

classified into two parts for the inverse problems based on the available information. Firstly, the

data-driven approach based on sparse regression is proposed for the differential equations where the

form of the right-hand side of the differential equation (containing all the spatial derivative terms)

is unknown. Secondly, for the differential equations where the parametrized form of the differen-

tial equation is unknown, we propose a non-local physics informed neural network for data-driven

discovery of differential equations containing non-local operators. Finally, the efficiency of both

methodologies is demonstrated through test examples.



 

सार 
 

 

गैर-èथानीय ऑपरेटरɉ (ĥैÈशनल ऑपरेटस[ और इंटȣĒãस) वाले इंटȣĒो-ͫडफरɅͧशयल समीकरणɉ 
को Èलाͧसकल इंटȣĒो-ͫडफरɅͧशयल समीकरणɉ के ͪवèताǐरत Ǿप मɅ वͨण[त ͩकया जा सकता है। 
इसी Ĥकार, गैर-èथानीय ऑपरेटरɉ (आंͧशक ऑपरेटरɉ) वाले अंतर समीकरणɉ को Èलाͧसकल 
अंतर समीकरणɉ के ͪवèताǐरत Ǿप मɅ वͨण[त ͩकया जा सकता है। èटोकेिèटक शÞद इसͧलए 
आता है Èयɉͩक, कभी-कभी, कई याǺिÍछक गड़बड़ी कई İोतɉ से आती हɇ; हम उÛहɅ नजरअंदाज 
नहȣं कर सकते हɇ और उÛहɅ गैर-èथानीय ऑपरेटरɉ वाले पूणाɍक-अंतर और अतंर समीकरणɉ मɅ 
शाͧमल करना चाǑहए। इन शÞदɉ को शाͧमल करने से गैर-èथानीय ऑपरेटरɉ वाले èटोकेिèटक 
इंटȣĒो-ͫडफरɅͧशयल समीकरण और èटोकेिèटक ͫडफरɅͧशयल समीकरण उ×पÛन होते हɇ। इस 
थीͧसस मɅ चचा[ कȧ गई गैर-èथानीय ऑपरेटरɉ वाले èटोकेिèटक इंटȣĒो-ͫडफरɅͧशयल समीकरणɉ 
और अंतर समीकरणɉ के संबंध मɅ दो Ĥकार कȧ समèयाएं हɇ, फारवड[  और इÛवस[ । फारवड[ 
समèयाओं मɅ, गैर-èथानीय ऑपरेटरɉ वाले èटोकेिèटक इंटȣĒो-ͫडफरɅͧशयल/ͫडफरɅͧशयल 
समीकरणɉ कȧ जǑटल ĤकृǓत के कारण, इन समीकरणɉ के ͪवæलेषणा×मक समाधान ĤाÜत करना 
कभी-कभी हȣ संभव होता है। इसͧलए, उÛहɅ हल करने के ͧलए सटȣक और कुशल सÉंया×मक 
तरȣकɉ और डेटा-संचाͧलत Ǻिçटकोण कȧ आवæयकता होती है। दसूरȣ ओर, इÛवस[ समèयाओं 
के ͧलए, उपलÞध जानकारȣ कȧ सहायता से इन समीकरणɉ को ĤाÜत करना हमेशा संभव नहȣं 
होता है। इसͧलए, उपलÞध जानकारȣ (डेटा और कुछ भौǓतकȧ) का उपयोग करके इÛवस[ 
समèयाओं को हल करने के ͧलए कुशल तरȣकɉ कȧ आवæयकता होती है। 

इस थीͧसस मɅ, हम फारवड[ समèयाओं के ͧलए èटोकेिèटक ĥैÈशनल इंटȣĒो-ͫडफरɅͧशयल 

समीकरण (कैपुटो ĥैÈशनल डेǐरवेǑटव, वोãटेरा इंटȣĒल, और इटो इंटȣĒल गरै-èथानीय ऑपरेटरɉ 

के Ǿप मɅ), वेǐरएबल ऑड[र èटोचिैèटक ĥैÈशनल इंटȣĒो-ͫडफरɅͧशयल समीकरण (वेǐरएबल ऑड[र 

कैपुटो ĥैÈशनल डेǐरवेǑटव, वोãटरा[ इंटȣĒल और इटो इंटȣĒल गैर-èथानीय ऑपरेटरɉ के Ǿप मɅ), 

èटोचैिèटक èपेस ĥैÈशनल Ĥसार समीकरण (गैर-èथानीय ऑपरेटर के Ǿप मɅ रȣज़ ĥैÈशनल 

डेǐरवेǑटव), और रैͨखक और गैर-रेखीय समय ĥैÈशनल ͫडफरɅͧशयल समीकरण (गैर-èथानीय 

ऑपरेटर के Ǿप मɅ कैपुटो ĥैÈशनल डेǐरवेǑटव) पर ͪवचार ͩकया। । हमने इÛवस[ समèयाओं के  
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ͧलए और गैर-रेखीय समय ĥैÈशनल ͫडफरɅͧशयल समीकरण और èटोकेिèटक ĥैÈशनल इंटȣĒो-

ͫडफरɅͧशयल समीकरण पर ͪवचार ͩकया। 

 

उÍच-Đम बहुपद सिÛनकटन ͪवͬधयाँ सÉंया×मक Ǿप से अिèथर हɇ। इस समèया को दरू करने 

के ͧलए, हम ऑथȾगोनल पॉलȣनोͧमअãस (लȣजɅĜे पॉलȣनोͧमअãस) और ऑपरेशनल मǑैĚÈस के 

आधार पर èटोकेिèटक ĥैÈशनल इंटȣĒो-ͫडफरɅͧशयल समीकरण को हल करने के ͧलए एक 

वेवलेट कोलोकेशन ͪवͬध ͪवकͧसत करते हɇ। अÛय कायɟ का उपयोग ͩकए ǒबना लȣजɅĜे वेवलेट 

के ͧलए ĥैÈशनल डेǐरवेǑटव और इंटȣĒल के ऑपरेशनल मǑैĚÈस को ढंूढना मुिæकल है। इसͧलए, 

लȣजɅĜे वेवलेट के ऑपरेशनल मǑैĚÈस को खोजने के ͧलए Þलॉक पãस फलन का उपयोग ͩकया 

जाता है। इसके अलावा, हम संÉया×मक ͪवͬध मɅ मौजूद ͪवͧभÛन Ĥकार कȧ सिÛनकटन ğुǑटयɉ 

पर चचा[ करते हɇ और संÉया×मक ͪवͬध कȧ ĤयोÏयता को Ĥदͧश[त करने के ͧलए कुछ उदाहरण 

Ĥदान करते हɇ। पǐरणामɉ कȧ तुलना èटोकेिèटक ĥैÈशनल इंटȣĒो-ͫडफरɅͧशयल समीकरण के 

ͧलए मौजूदा साǑह×य से कȧ जाती है। हम ऑपरेशनल मǑैĚÈस खोजने के ͧलए Þलॉक पãस 

फलन का उपयोग करके सिÛनकटन ğुǑटयɉ मɅ से एक का पǐरचय देते हɇ। इसͧलए, बाद के 

चरण मɅ लȣजɅĜे वेवलेट के ͧलए सिÛनकटन ğुǑट पेश ͩकए ǒबना ऑपरेशनल मǑैĚÈस ĤाÜत 

ͩकया गया है। इसके अलावा, èटोकेिèटक ĥैÈशनल इंटȣĒो-ͫडफरɅͧशयल समीकरण को हल करने 

के ͧ लए लȣजɅĜे वेवलेट कोलोकेशन ͪ वͬध Ĥèताͪवत है। Ĥèताͪवत सÉंया×मक ͪ वͬध के अͧभसरण 

ͪवæलेषण पर चचा[ कȧ गई है, और Ĥèताͪवत ͪवͬध कȧ ĤयोÏयता को Ĥदͧश[त करने के ͧलए 

उदाहरणा×मक उदाहरण शाͧमल ͩकए गए हɇ। हमने Ĥèताͪवत ͪवͬध कȧ Įेçठता Ǒदखाने के ͧलए 

सÉंया×मक पǐरणामɉ कȧ तुलना कुछ मौजूदा सÉंया×मक ͪवͬधयɉ से भी कȧ है। 

 

हम साǑह×य मɅ ĥैÈशनल ऑथȾगोनल बहुपदɉ का भी सामना करते हɇ, िजनमɅ Èलाͧसकल 

ऑथȾगोनल बहुपदɉ कȧ तुलना मɅ èवतंğता कȧ एक अǓतǐरÈत ͫडĒी होती है। इसके अलावा, 

ĥैÈशनल ऑथȾगोनल बहुपदɉ का ĥैÈशनल डेǐरवेǑटव और इंटȣĒल ͩ फर से ĥैÈशनल ऑथȾगोनल 

बहुपद हɇ। उपयु[Èत लाभ के कारण, ĥैÈशनल ऑथȾगोनल बहुपदɉ के साथ Ǔनàन-ͫडĒी 

सिÛनकटन के साथ बेहतर सटȣकता ĤाÜत हो सकती है। 
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इस Ĥकार, हम चचा[ करते हɇ ͩक सामाÛय वेट फलन के संबंध मɅ ĥैÈशनल ऑथȾगोनल बहुपद 

कैसे उ×पÛन ͩकया जाए और ĥैÈशनल ऑथȾगोनल बहुपदɉ मɅ से एक के आधार पर èटोकेिèटक 

ĥैÈशनल इंटȣĒो-ͫडफरɅͧशयल समीकरण के ͧ लए ऑपरेशनल मैǑĚसेस कȧ मदद से एक वण[Đमीय 

संयोजन ͪवͬध ͪवकͧसत कȧ जाए, जो मɪंज़-लȣजɅडर बहुपद (ऑथȾगोनल हɇ यूǓनट वेट फलन 

के संबंध मɅ)। हालाँͩ क, अǓतǐरÈत पैरामीटर के कारण, मɪंज़-लȣजɅडर बहुपदɉ कȧ Ǔनिæचत ͫडĒी 

या ऑड[र के ͧलए सिÛनकटन èथान के अनͬगनत ͪवकãप हɇ। इसͧलए, उस पैरामीटर को 

खोजने के ͧलए ͫडफरɅͧशयल इवोãयूशन कȧ सहायता से एक एãगोǐरदम Ĥèताͪवत ͩकया गया 

है िजसके ͧलए हमɅ सवȾƣम सिÛनकटन पǐरणाम ͧमलते हɇ। Ĥèताͪवत सÉंया×मक ͪवͬध के 

अͧभसरण ͪवæलेषण पर चचा[ कȧ गई है, और संÉया×मक ͪवͬध कȧ ĤयोÏयता को Ĥदͧश[त 

करने के ͧलए उदाहरण Ĥदान ͩकए गए हɇ। इसके अलावा, संशोͬधत Ûयूनतम वग[ ͪवͬध का 

उपयोग करते हुए, हम मंɪज़-लȣजɅडर बहुपदɉ पर तुलना×मक अÚययन के ͧलए कुछ परȣ¢ण 

उदाहरणɉ पर ĥैÈशनल ऑथȾगोनल बहुपद लागू करते हɇ। 

 

ͪवͧभÛन वाèतͪवक ͪवæव घटनाओं का वण[न िèथर Đम ĥैÈशनल डेǐरवेǑटव वाले इंटȣĒो-

ͫडफरɅͧशयल समीकरणɉ ɮवारा नहȣं ͩकया जा सकता है। इसͧलए, एक पǐरवत[नीय Đम 

èटोकेिèटक ĥैÈशनल इंटȣĒो-ͫडफरɅͧशयल समीकरण Ĥèताͪवत है। बानाच सकुंचन ͧसɮधांत का 

उपयोग करते हुए, हम ͪवचाराधीन समèया के समाधान के अिèत×व और ͪवͧशçटता को साǒबत 

करते हɇ। इसके अलावा, कई मामलɉ मɅ ͪ वचाराधीन समèया के सटȣक समाधान कȧ अनुपलÞधता 

के कारण, हमन ेमंɪज़-लȣजɅĜे बहुपदɉ के आधार पर एक वण[Đमीय संयोजन ͪवͬध भी ͪवकͧसत 

कȧ है। इसके अलावा, सÉंया×मक ͪवͬध कȧ सटȣकता और द¢ता कुछ परȣ¢ण Ĥयोगɉ के 

माÚयम से Ĥदͧश[त कȧ जाती है। इसके अलावा, िèथर Đम मॉडल कȧ तुलना मɅ पǐरवत[नीय 

Đम मॉडल का लाभ गͨणतीय ͪवƣ के वाèतͪवक ͪवæव उदाहरण के माÚयम से Ǒदखाया गया 

है। 

 

हमने èपेस चर (èटोकेिèटक èपेस ĥैÈशनल ͫडÝयूजन समीकरण) के संबंध मɅ गैर-èथानीय 

ऑपरेटरɉ वाले अंतर समीकरणɉ पर ͪवचार ͩकया है। पǐरͧमत अंतर योजनाएं आंͧशक अंतर  

 



 

xii                                                                      सार 

 

समीकरणɉ के सÉंया×मक समाधान के ͧलए सबसे पुरानी और सबसे अÍछȤ तरह से èथाͪपत 

तकनीकɉ मɅ से एक हɇ, और साǑह×य मɅ ͪवचाराधीन समèया के ͧलए संÉया×मक तरȣकɉ के 

संबंध मɅ काम कȧ कमी है। इसͧलए, हम ͪवचाराधीन समèया के ͧलए पǐरͧमत अंतर ͪवͬधयɉ 

(èपçट और अंतǓन[Ǒहत) का एक èटोकेिèटक संèकरण ͪ वकͧसत करते हɇ। गैर-èथानीय ऑपरेटरɉ 

के कारण, पǐरͧमत अंतर ͪवͬधयɉ के ͪवकͧसत èटोकेिèटक सèंकरण कȧ िèथरता, िèथरता और 

अͧभसरण साǒबत करना बहुत चुनौतीपूण[ है। ͪ वकͧसत संÉया×मक ͪ वͬधयɉ कȧ िèथरता, िèथरता 

और अͧभसरण माÚय वग[ अथ[ मɅ ͧसɮध होते हɇ। Ĥèताͪवत सÉंया×मक तरȣकɉ कȧ सटȣकता 

और द¢ता कȧ जांच परȣ¢ण उदाहरणɉ के माÚयम से कȧ जाती है। 

 

अंत मɅ, हम गैर-èथानीय ऑपरेटरɉ वालȣ फारवड[ समèयाओं (अंतर समीकरणɉ को हल करने) 

के ͧलए एक डेटा-संचाͧलत Ǻिçटकोण ͪवकͧसत करते हɇ। फारवड[ समèयाओं के ͧलए, समय 

ͧभÛना×मक अंतर समीकरण (समय ͧभÛना×मक बग[र और Ĥसार समीकरण) और èटोकेिèटक 

ͧभÛना×मक पूणाɍक-अंतर समीकरणɉ पर ͪवचार ͩकया जाता है। ऐसी समèयाओं को हल करने 

के ͧलए एक गैर-èथानीय भौǓतकȧ-सूͬ चत तंǒğका नेटवक[  Ĥèताͪवत है, जो एक गहन ͧश¢ण 

ढांचा है। Ĥèताͪवत ͪवͬध कȧ सटȣकता और द¢ता कȧ जांच के ͧलए परȣ¢ण उदाहरणɉ का 

उपयोग ͩकया जाता है। इसके अलावा, हम गैर-èथानीय ऑपरेटरɉ वाले इÛवस[ समèयाओं 

(सीखने के अंतर समीकरण) के ͧलए एक डेटा-संचाͧलत Ǻिçटकोण ͪवकͧसत करते हɇ। उपलÞध 

जानकारȣ के आधार पर åयु×Đम समèयाओं के ͧलए काय[Ĥणालȣ को दो भागɉ मɅ वगȸकृत ͩकया 

गया है। सबसे पहले, ͪवरल ĤǓतगमन पर आधाǐरत डेटा-संचाͧलत Ǻिçटकोण अंतर समीकरणɉ 

के ͧलए Ĥèताͪवत है जहां अंतर समीकरण (सभी èथाǓनक åयु×पÛन शतɟ वाले) के दाǑहने भाग 

का Ǿप अ£ात है। दसूरे, उन ͪवभेदक समीकरणɉ के ͧलए जहां ͪवभेदक समीकरण का 

पैरामीǑĚÏड Ǿप अ£ात है, हम गैर-èथानीय ऑपरेटरɉ वाले ͪ वभेदक समीकरणɉ कȧ डेटा-संचाͧलत 

खोज के ͧलए एक गैर-èथानीय भौǓतकȧ सूͬ चत तंǒğका नेटवक[  का Ĥèताव करते हɇ। अंत मɅ, 

दोनɉ पɮधǓतयɉ कȧ द¢ता परȣ¢ण उदाहरणɉ के माÚयम से Ĥदͧश[त कȧ जाती है। 
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